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GMF双层膜几何非线性变形模型及实验研究
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摘要: 超磁致伸缩薄膜 ( GM F)在磁致伸缩效应下的变形具有明显的几何非线性特征 ,应用

几何线性理论描述 GM F的应力应变及本构关系存在较大误差 . 结合几何非线性弹性理论 ,

并将磁致伸缩效应等效为 GMF上体积力作用下的变形效应 ,建立了 GM F双层膜的几何非

线性变形模型 ,推导出了 GM F在磁场作用下的挠曲线方程 . 用泰勒级数法求得了挠曲线模

型的 数值解 , 采用 悬臂 梁式 超磁致 伸缩 双层 膜 ( TbDyFe-Polyimide( PI) -Sm Fe 和

TbDyFe-Cu-Sm Fe)对模型进行了实验验证 ,结果表明 ,所提出的几何非线性挠曲线模型与实

验结果具有较好的一致性 .
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0　引　言

GM F是一种新型的磁机耦合能量转换材料 ,

由于具有强磁致伸缩效应、较高的响应速度、非接

触式驱动及良好的结构性能等优点而倍受关

注 [1 ] . GM F在磁致伸缩作用下的变形有其自身

的特点 ,因此 ,为更好地将超磁致伸缩材料应用于

工程实际 ,研究 GM F在磁致伸缩作用下的变形

模型具有十分重要的意义 .

在外磁场作用下 ,悬臂梁式 GMF的端部位

移可达厚度的 2倍以上
[2、 3 ]

,因此 GM F的变形属

于有限变形 (大变形 )范畴 . Lacheisserie等 [4 ]、

Guerrero等 [ 5、 6]、 Zhang等 [ 7]、Vo ltairas等 [8 ] 建立

的磁致伸缩耦合模型是以线弹性理论为基础的 ,

采用的是小变形条件假设 . 以上模型中多以悬臂

梁的端部位移为基础 ,根据圆弧假设计算 GM F

挠曲线 . 由于小变形假设和圆弧挠曲线模型都不

符合 GM F大挠曲变形的基本假设 ,所建立的模

型误差较大 . 所以 ,对于几何非线性问题应采用

相应的非线性弹性理论来建立 GMF的变形模

型 ,以提高模型的准确度 .

本文从几何非线性弹性理论出发 ,采用格林

应变张量和基尔霍夫应力张量来描述 GMF-基片

　　

系统的应力应变关系 ,根据磁致伸缩力假设和力

平衡原理 ,推导悬臂梁式 GM F双层膜非线性变

形模型 ,并将非线性挠曲线模型和圆弧挠曲线模

型与实验结果进行分析比较 .

1　超磁致伸缩双层膜几何非线性变

形分析

GM F按镀层结构可分为单层膜 [2 ]、双层膜 [3 ]

和多层膜 [ 9] . 双层膜和多层膜比单层膜具有更好

的输出力和位移等性能 . 本文选择基片两表面分

别镀有正负磁致伸缩系数的双层 GMF为对象 ,

研究 GMF的变形 . 为便于研究 GMF的变形过

程 ,将磁致伸缩作用等效为应力场的载荷 ,进而分

析 GM F变形的几何方程、本构关系和平衡方程 ,

最后给出方程的数值解 .

1. 1　超磁致伸缩等效载荷

超磁致伸缩是指磁性体在磁场作用下伸长或

缩短的现象 ,它是磁机耦合能量转换过程的体现 .

压磁方程为描述磁机耦合的基本方程 . 在第一类

压磁方程中表示的应变方程为
[10 ]

X= Se+ d H ( 1)

式中: X为应变 ; S为弹性柔顺系数 ;e为应力 ; d为

　　



磁弹性系数 ; H为磁场强度 . 将 GMF-基片看做

是一个系统 ,当只有磁致伸缩作用时 ,所产生的磁

致伸缩应变为 d H. 假设 GM F的变形在弹性范围

内 ,相应磁致伸缩应力可表示为em = Ed H
[ 11] ( E

为 GMF的弹性模量 ) . 将磁致伸缩应力等效为作

用在 GM F上的体积力可简化磁机耦合模型 . 这

一体积力定义为磁致伸缩力:

q EdHA /V ( 2)

其中 A为磁致伸缩应力作用面积 ,V为 GMF的体

积 .

对于 GMF双层膜悬臂梁 -基片系统 ,首先假

设磁致伸缩力等效为沿 X 方向的均匀分布载荷 ,

即等效为一体积力 q1和 q3 ,如图 1所示 . 正负磁

致伸缩薄膜的磁致伸缩力为

q1 E1d1HA1 /V1 ( 3)

q3 E3d3HA3 /V3 ( 4)

其中 E1、E3分别为正负磁致伸缩薄膜的弹性模

量 ; d1、 d3分别为正负磁致伸缩薄膜的磁弹性系

数 ,假设其值在低磁场下为磁场强度的函数 ,即 d i

= f i (H ) ; A1、A3为力作用横截面积 , V1、V3为正

负磁致伸缩薄膜体积 . q1、 q3即为作用在 GM F双

膜 -基片上的体积力 . 同时 ,假设 GMF内部没有

残余应力 .

1. 2　 GMF双层膜变形的几何方程

基于磁致伸缩力的等效假设 ,针对 GMF悬

臂梁变形前后的几何方程给出如下假设
[ 12]

:

( 1) 梁变形前垂直梁轴线的横截面 ,在变形

后仍为平面 ;

( 2)横截面变形后的平面仍与变形后的轴线

垂直 ,即忽略 GMF变形中的剪切应变 .

取梁主惯性轴为单元坐标系 O-XY Z ,XOY

和 XOZ为对称面 ,且 q1、 q3在这两个对称面内施

加 . 基于假设 ( 1)、 ( 2) ,梁内某点 (x , y , z )的位

移可表示为

u = u ( x , z ) = un (x ) - z
 w
 x

,

v = v (x ) = 0, w = w (x ) ( 5)

其中 un ( x )为中性轴的轴向位移 .

1. 3　应力应变及本构关系

GM F悬臂梁在磁致伸缩作用下变形为大挠

度问题 ,根据几何非线性理论 , GM F的应变应为

格林应变 [13 ]:

Xx x =
 u
 x

+
1
2

 u
 x

2

+  v
 x

2

+  w
 x

2

根据 ( 1)、 ( 2)的假设 ,v = v (x ) = 0,并略去高阶

项有

Xxx =
 u
 x

+
1
2

 w
 x

2

所以由式 ( 5)得

Xxx =
 un ( x )

 x
- z

 2
w

 x 2 +
1
2

 w
 x

2

( 6)

在非线性弹性理论中格林应变对应的应力张

量为基尔霍夫应力 ,所以本构方程为 [13 ]

eij =
 W
 Xi j

其中 W 为材料的应变能 . GM F变形为小应变大

挠度变形 ,属于有限变形范围 ,因此变形发生在弹

性范围内 . 假设 GMF-基片都为均匀弹性各向同

性材料构成 ,所以 , GM F的本构方程仍采用胡克

定律解释应变和应力关系 . 用应变表示的基尔霍

夫应力关系为

exx = EXx ( 7)

1. 4　平衡方程

取悬臂梁截面进行分析 ,选择中性轴为 X 坐

标轴 ,基片上端面到中性轴的距离为 h21 ,中性轴

距下端面的距离为 h22 ,基片的厚度为 h2 ,即 h21 +

h22 = h2 . 正负 GMF的厚度分别为 h1和 h3 ,如图

1所示 .

图 1　超磁致伸缩双层膜悬臂梁应力分析
Fig . 1　 Str ess analysis o f GM F bimo rph cantilev er

　　根据力平衡原理有

∑ ex ( x , z ) dz + qidx dz = 0 ( 8)

其中 i = 1, 3. 在 XOZ面内积分 ,有

 un ( x )
 x

+
1
2

 w
 x

2

( E1h1 + E2h2 + E3h3 ) -

1
2

 2
w

 x 2 [E1 (h21 + 2h1h21 ) + E2 (h2
21 - h

2
22 ) -

E3 (h2
3 + 2h3h22 ) ]+ q1 (L - x )h1+ q3 ( L -

x )h3 = 0 ( 9)

为便于求解挠曲线方程 ,假设正负磁致伸缩力大

小相等 ,即 q1 = q3 = q. 所以 ,中性轴的轴向位移
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un (x )相对于挠度很小 ,可忽略不计 . 上式简化为

K 1
 

2
w

 x
2 + K 2

 w
 x

2

+ K 3x + K 4 = 0 ( 10)

其中

K 1 = -
1
2 [E1 (h

2
1 + 2h1h21 ) + E2 (h

2
21 - h

2
2 2 ) -

E3 (h
2
3 + 2h3h22 ) ]

K 2 =
1
2
( E1h1 + E2h2+ E3h3 )

K 3 = - (q1h1+ q3h3 ) = - q(h1 + h3 )

K 4 = ( q1h1 + q3h3 )L = q(h1 + h3 )L

K 1、K 2、 K 3和 K 4单位分别为 Pa  m
2
、 Pa  m、

N /m2、 N /m. 由悬臂梁的夹持状态可知平衡方程

的边界条件为

　 x = 0, w ( 0) = 0; x = 0, w′( 0) = 0 ( 11)

式 ( 10)即为 GMF双层膜的挠曲线微分方

程 ,求解该微分方程即可得到 GMF悬臂梁的挠

曲线表达式 .

1. 5　方程数值近似解

微分方程 ( 10)的精确解 (解析解 )很难求得 ,

因此采用泰勒级数法求数值近似解 . 选择五次泰

勒级数 ,即

w (x ) ≈ ∑
5

k= 0

ak x
k ( 12)

作为挠曲线的近似函数 . 由方程的边界条件可

知 ,上式没有常数项和一次项 ,展开有

w (x ) = a2x
2
+ a3x

3
+ a4x

4
+ a5x

5
( 13)

其中

a2 = -
q(h1 + h3 )L

2K 1
, a3 =

q(h1 + h3 )

6K 1
,

a4 = -
K 2q

2 (h1+ h3 ) 2L2

12K
3
1

, a5 =
K 2q

2 (h1+ h3 ) 2L

20K
3
1

2　GMF双层膜实验验证及结果分析

为检验所提出的理论模型 ,首先选择两种

GM F双层膜作为实验对象 ,在所研制的测试装置

上测量 GM F双层膜挠曲线数据 ;最后 ,分别将非

线性挠曲线模型和圆弧挠曲线模型与实验结果进

行比较 .

2. 1　 GMF双层膜及实验系统

实验采用的由磁控溅射法制备的 GMF双层

膜 分 别 为 铽 镝 铁 - 聚 酰 亚 胺 - 钐 铁

( TbDyFe-PI-SmFe) 和 铽 镝 铁 -铜 -钐 铁

( TbDyFe-Cu-SmFe)薄膜 . TbDyFe和 Sm Fe的

厚度均为 1μm;基片 PI和 Cu的厚度都为 50μm.

GM F双层膜的宽度都为 3 mm. 薄膜和基片的弹

性模量 ETbDyFe
[14 ]、 ESmFe

[ 15]、EPI、ECu 分别为 50、

140、 4、 130 GPa. 所以 , PI基和 Cu基双层膜在方

程 ( 10)中的系数 K 2分别为 K
PI
2 = 195 000 Pa  

m, KCu
2 = 3 345 000 Pa m.

所研制的实验设备如图 2所示 . GM F双层膜

悬臂梁挠曲线数据由激光微位移传感器 ( M TI仪

器公司 )测量 , GM F的驱动磁场由可提供较为均

匀磁场的赫姆霍兹线圈产生 .

图 2　 GM F双层膜挠曲线实验装置

Fig . 2　 Expe riment devices fo r flexure line da ta o f

GM F bimorph cantilev e r

2. 2　实验设计及结果分析

对于确定的材料和结构尺寸 ,方程 ( 10)、 ( 13)

中只有 q和 K 1 (或者中性轴位置 h21 )是未知的 ,且

用实验方法直接测量较为困难 . 因此 ,采用最小

二乘法辨识出参数 q和 K 1 . 对于同一 GMF材料 ,

假设在同一磁场作用下任何夹持状态时的 q和

K 1的值是相同的 . 因此 ,首先应用一组数据拟合

得到 q和 K 1的值 ,然后结合辨识出的参数值预测

其他夹持状态下挠曲线 ,以验证挠曲线函数和磁

致伸缩力等效方法的合理性 .

悬臂梁的长度为 L , PI基的分别取 30、 27、 24

mm, Cu基的分别取 27、 24、 21 mm(每隔 3 mm测

量一组挠曲线的数值 ) . 先分别取 30 mm长的 PI

基薄膜和 27 mm的 Cu基薄膜的挠曲线数据确定

q和 K 1的值 ;再采用后两种夹持长度的数据对模

型进行验证 . 驱动磁场的大小分别取 12 mT和 24

m T. 通过拟合图 3、 4中的 30 mm长的 PI基薄膜

和 27 mm的 Cu基薄膜的挠曲线实验数据得到

q
PI-12 mT、qPI-24 mT、qCu-12 mT、qCu-24 mT分别为 15. 694 7、

46. 212 4、 27. 428 3、 120. 113× 105 N /m3 ;方程

( 10)中系数 K
PI-12 mT
1 、K PI-24m T

1 、K Cu-12 mT
1 、KCu-24 mT

1 分

别为 1. 254 6、 1. 909 6、 5. 473 5、 12. 421 2 Pa  

m2 . 根据以上得出的 K 1、q和 L值 ,得到挠曲线的

数值近似曲线如图 3、 4所示 .
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( a) 12 m T

( b) 24 m T

图 3　不同磁场强度下 TbDy Fe-PI-SmFe悬

臂梁挠曲线数据及数值近似模型曲线
Fig . 3　 Flexure line da ta and num erical model

curv es o f TbDyFe-PI-Sm Fe cantilev er

under different magnetic field intensity

　　从图 3、 4可以看出: P I基和 Cu基 GM F在低

磁场作用下的端部挠度可达 10～ 110μm,表现出

几何非线性特征 . 用最小二乘法比较非线性模型

和圆弧挠曲线模型与实验数据的接近程度 . 表 1

列出了最小二乘法得到的残差平方和值 . 可见 ,

非线性模型的残差平方和明显小于圆弧模型的残

差平方和 . 因此 ,结合实验数据辨识出的 q和 K 1

值 ,非线性模型的数值解较好地预测了 27 mm、 24

mm长 PI基 GMF和 24mm、 21 mm长 Cu基 GMF

的挠曲线 . 而基于圆弧假设由端部挠度确定的

GM F双层膜悬臂梁挠曲线明显与实验数据存在

较大误差 ,如图 3、 4和表 1所示 . 因此 ,比较圆弧

挠曲线模型 ,所提出的非线性挠曲线数值模型更

具合理性 .

( a) 12 m T

( b) 24 m T

图 4　不同磁场强度下 TbDyFe-Cu-SmFe悬

臂梁挠曲线数据及数值近似模型曲线
Fig . 4　 Flexure line da ta and numerical model

curv es of TbDyFe-Cu-Sm Fe cantilev er

under different magnetic field intensity

表 1　非线性模型、圆弧模型与实验数据接近程度的比较 ( E-12)

Tab. 1　 Proximity comparison o f nonlinear model, cir cular a rc model with experimental da ta ( E-12)

PI基 GM F 非线性模型 30 mm 圆弧模型 30 mm 非线性模型 27 mm 圆弧模型 27 mm 非线性模型 24 mm 圆弧模型 24 mm

B = 12 m T 14. 4 18. 9 8. 83 14. 1 10. 6 27. 8

B = 24 m T 101 224 13. 1 53. 2 33. 7 50. 1

Cu基 GM F 非线性模型 27 mm 圆弧模型 27 mm 非线性模型 24 mm 圆弧模型 24 mm 非线性模型 21 mm 圆弧模型 21 mm

B = 12 m T 0. 433 2. 19 0. 195 0. 802 0. 260 0. 425

B = 24 m T 6. 77 13. 7 2. 11 4. 03 1. 69 2. 56

3　结　论

悬臂梁式 GMF双层膜 ( TbDyFe-PI-SmFe和

TbDyFe-Cu-SmFe) 的端部挠度 ( 24 m T的磁场

下 )分别达到约其厚度的 2倍和 0. 5倍 ,表现出了

明显的几何非线性变形特征 . 本文将磁致伸缩效

应等效为 GM F上的体积力 (磁致伸缩力 )的作

用 ,采用几何非线性弹性理论 ,建立了 GMF双层

膜在磁场作用下的挠曲线模型 . 基于泰勒级数法

的模型数值解和圆弧模型分别与实验数据的比较

结果表明:非线性挠曲线模型比文献 [4～ 8]中的

圆弧挠曲线模型具有更高的可信度 .
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A geometrical nonlinear deformation model and its experimental study

of bimorph giant magnetostrictive thin film

LIU　Wei ,　ZHANG　Yong -shun ,　JIA　Zhen -yuan
* ,　WANG　Fu-ji ,　GUO　Dong -ming

( Key Lab . for Precis . and Non-tradit . Mach . Technol . of Minist . of Edu . ,

　Dalian Univ . of Technol . , Dalian 116024, China )

Abstract: The geometrical nonlineari ty of giant magnetostrictive thin fi lms ( GMF) is detected under

the magneto st riction ef fect. Thus, it i s inaccurate to employ the geometrical linea r elastic theory to

describe the st rain, the st ress and the constitutive law of GM F. So wi th combining the nonlinea r

elastic theo ry, a nonlinear defo rmation model of bimo rph GMF is established, based on the

assumption tha t the magnetost riction ef fect i s equiv alent to the ef fect o f body force loaded on GM F.

With the Taylo r series method, the numerical solution is deduced. Thereaf ter, experiments on

cantilev er-bimo rph TbDyFe-Polyimide( PI) -SmFe and TbDyFe-Cu-Sm Fe are conducted respectiv ely,

to verify the proposed model. Results indicate that the nonlinear f lexure line model is in g ood

confo rmity wi th the experimental da ta.

Key words: giant magneto st rictiv e thin film; bimo rph; g eometrical nonlinearity; Green st rain
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