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摘要: 单圆形轨迹不能满足锥束投影精确重建的充要条件是经典 FDK算法出现锥向衰减伪

像的根本原因 . 通过斜平面转角增量关系的分析 ,推导出同锥角斜平面间转角及其增量的计

算关系 ,进而得出 FDK算法是对同锥角斜平面族上有限视角的投影数据进行重建 ,并且在滤

波反投影重建过程中存在转角关系不匹配问题 . 针对上述两个问题 ,提出了一种利用转角及

其 增量关系对 FDK算法进行改进的新方法 ,改进思路也进一步推广到 T-FDK算法中 .

Shepp-Logan模型的仿真实验结果表明在适中或较大锥角情况下 ,改进算法显著改善了 FDK

算法所存在的锥向衰减伪像 .
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0　引　言

锥束扫描利用锥形束射线源和面阵检测器在

一次扫描周期内即可获取物体大量的投影信息 ,

具有空间分辨率高、扫描速度快、射线利用率高等

诸多优势 . 近几年 ,随着计算机和检测器技术的

发展 , CT扫描快速地从扇束向锥束几何过渡
[1、 2 ]

,

促使锥束 CT技术成为 CT领域内的热点研究课

题 .

锥束重建算法是锥束 CT研究的一项重要内

容 ,其中最实用的是 FDK算法 [3 ] . 然而 ,由于

FDK算法属于近似锥束重建算法 ,当锥角较大

时 ,重建结果出现明显的锥向衰减伪像 . 产生该

伪像的主要原因是单圆形扫描轨迹不能满足锥束

精确重建的充要条件 [4 ] . 为此 ,许多研究人员提

出改进方法
[ 2、 5～ 8]

,大致可归纳为两类 ,一类是增

加扫描轨迹 ,包括圆加直线轨迹 [5 ]、圆加双弧轨

迹 [6 ]、同心圆轨迹 [ 7] . 额外的扫描轨迹增加了设

　　

备设计制造的难度 ,并且除了同心圆轨迹外 ,其余

重建算法也引入了精确的锥束重建公式 ,复杂了

重建过程 ;另一类是利用重排思想进行改进 ,主要

包括 T-FDK[ 2]、 FDK-Slant[8 ] 算法 . 在执行重建

前 ,该类算法需要将锥束投影数据重排为三维平

行束投影 ,这就要求射源具有较高的采样率 ,否则

会引进误差 . 目前 ,该类算法主要研究方向是提

高重建结果的空间分辩率 [ 9] 以及共轭锥顶射线

的权重修正 [10、 11 ] . 不同以往算法 ,本文利用同锥

角斜平面间的转角增量关系 ,提出一种改善锥向

衰减伪像的新方法 .

1　 FDK算法

FDK算法是由 Feldkamp等
[3 ]
针对圆形轨迹

平板检测器采集条件提出的一种近似锥束重建算

法 ,该算法实际上是二维扇束重建公式在三维空

间中的推广 ,其原理如图 1所示 .



图 1　 FDK算法的原理图

Fig . 1　 Schematic diag ram of the FDK a lg o rithm

　　为讨论方便使用虚拟检测器并进行下述定

义: 源点轨迹所在的平面称为中平面 ;除中平面

外 ,源点与检测器的水平阵列所形成的平面称为

斜平面 ;源点投影到检测器中心位置 ,两者间的方

向为主投影方向 ; M点表示斜平面与 z轴的交点 ,

源点 S与 M点的连线为斜投影方向 ;与中平面夹

角相等的斜平面称为同锥角斜平面 ,它们构成的

集合称为同锥角斜平面族 .

相对二维扇束重建公式 , FDK算法在推导时

针对一个投影角度上的斜平面考虑了 3个方面的

改变:首先 ,中平面与斜平面的几何相似性引起的

改变 ;其次 ,斜平面的转轴选择为 k轴 ,该轴过 M

点且垂直于斜平面 ;最后 ,计算斜平面绕 k轴转角

增量 dOZ与中平面转角增量 dO的关系 ,即

dOZ =
D

D
2+ Z

2
dO ( 1)

经过上述的改进后 , FDK重建公式可以表达为

f (x ) =∫
2π

0

1
U

2
(x ,O,D )

P
~
(O, Y ,Z ) dO ( 2)

式中

P
~ (O,Y , Z ) =

D

D
2
+ Y

2
+ Z

2
P (O, Y , Z )  

h (Y ) ( 3)

(Y , Z )表示检测器局部坐标系统 ,其坐标值是重

建点 x = ( x　 y　 z )的反投影地址 ; P (O, Y , Z )表

示当源点的角度位置为 O时重建体在检测器上的

投影 ; h ( )表示斜滤波核函数 ;  表示卷积运算

符 ; D / D
2
+ Y

2
+ Z

2称为预权重因子 ; U (x ,O,

D )称为后权重因子 .

2　 FDK算法中转角及其增量的分析

FDK锥束重建公式在推导时 ,仅考虑在一个

投影方向上 ,斜平面与中平面之间几何相关性及

转角增量关系 ,并没有进一步分析锥束投影沿圆

周方向连续转动过程中 ,上述两个关系可能对重

建公式的修正所产生的影响 . 因此 , FDK算法是

通过对二维扇束重建公式静态分析所获得的重建

公式 .

如图 2所示 , S1和 S2表示源点轨迹上两个相

邻位置 ; S1M和 S2M分别表达相邻同锥角斜平面

上的斜投影方向 ; dO表示中平面上的转角增量 ,

dOZ表示相邻斜投影方向的夹角 . 当 dO较小时 ,相

邻两个同锥角斜平面可认为近似处于同一个平面

上 ,根据它们之间的几何关系 ,可推导出与式 ( 1)

相同的表达关系 . 该结果表明: 绕 k轴旋转的斜

平面转角增量实际上等价于相邻同锥角斜平面的

斜投影方向绕 z轴旋转的转角增量 . 因此 ,在随

源点绕转轴连续转动过程中 ,斜平面的前继和后

续平面分别为其前后相邻的同锥角斜平面 . 从

而 ,所有相同锥角的斜平面所构成的集合可看成

为一个连续近似平面 . 由于它们与参考坐标系统

的 z轴相交于同一点 ,则连续近似平面可由检测

器局部坐标系统的 Z坐标来标识 ,进而 Z位置连

续近似平面表达成与 Z轴交点坐标为 ( 0, Z )的同

锥角斜平面所构成的集合 .

图 2　转角增量关系示意图

Fig . 2　 Relationship o f r ota tion angle incr ement

　　既然 FDK算法是利用中平面上的二维扇束

重建公式推导出斜平面上三维锥束重建公式 ,则

对应于在中平面进行的二维扇束滤波反投影重建

过程 , FDK算法的重建过程必然在同锥角斜平面

张成的连续近似平面上进行 ,并且其转角增量关

系满足式 ( 1) . 从而 ,可分析得到关于连续近似平

面的两个引理:

引理 1　当源点旋转O角时 , Z位置处的连续
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近似平面旋转了OZ角度 ,两者的关系为

OZ =
D

D
2+ Z

2
O ( 4)

引理 2　 源点绕 z轴旋转一周时 ,连续近似

平面周转角小于 2π,且 Z坐标越大 ,旋转角度越

小 .

引理 1表明在一个投影角度上 ,不同 Z位置

的连续近似平面的转角是不同的 ,仅为中平面转

角的 D D
2 + Z

2倍 . FDK算法重建公式的角

度关系推导时 ,仅考虑了 dOZ的变化 ,而没有考虑

同锥角斜平面间的相关性 ,从而忽略锥束投影重

建过程中不同连续近似平面的转角OZ也发生的

变化 . 因此 , FDK算法仅仅是一个投影角度上的

静态分析结果 ,当运用到连续旋转的重建过程 ,出

现转角关系不匹配的问题 .

引理 2表明由于连续近似平面周转角小于

2π,相当于在 2π范围内采集了有限视角的投影数

据 . 随着 Z坐标增大相应的周转角越小于 2π,有

限视角的投影效应越高 ,重建值也就越低于精确

值 . 因此 ,在这个意义上 , FDK算法对有限视角的

投影数据进行重建 .

3　 FDK算法的改进

通过上述转角增量关系的连续分析 ,对 FDK

算法而言 ,需要解决转角关系不匹配和有限视角

的两个问题 . 由于 FDK短扫描重建算法
[12 ]
属于

有限视角的投影重建算法 ,在一定程度上可减弱

连续近似平面上有限视角的投影重建所引起的负

面影响 . 当 FDK算法引入短扫描窗函数后 ,其重

建公式中与转角O相关的量有:预权重因子、斜滤

波核函数、修正因子以及窗函数 ,它们都应该用相

应的OZ角来代替 . 然而 ,除窗函数外 ,其余三项都

是 ( Y , Z )的函数 ,而在投影角度为O时 , ( Y ,Z )与

重建点间满足透视映射关系 . 如果直接进行转角

替代 ,就需要修正这种透视映射关系 ,增加了函数

计算关系的复杂度 . 因此 ,为避免上述问题 ,分两

步提出了对 FDK算法的改进 ,并进一步将改进措

施推广到 T-FDK算法中 .

3. 1　全周轨迹 FDK改进算法

FDK算法利用中平面和斜平面间的几何相

似性推导出透视映射关系 ,该关系在单一投影角

度上是正确的 ,并且根据这种关系推导出的重建

公式 ,计算关系简单 ,重建速度快 . FDK算法在作

为一种近似重建算法 ,小锥角范围内所获得的重

建结果较精确 . 因此 ,在保持 FDK算法的基本形

式下 ,为避免映射重建点引起的复杂性 ,从 dOZ角

度 ,首先提出对全周轨迹下 FDK算法的近似修

正 .

当源点转过 O角后 , FDK算法认为各连续近

似平面也同时转过O角 ,即OZ = O. 上述关系当且

仅当

dOZ = dO ( 5)

成立 . 为保持重建公式的基本形式 ,则须用式 ( 5)

来代替原来重建公式推导时所使用的式 ( 1) . 于

是 ,投影数据的预权重滤波变为

P
~ FC (O,Y , Z ) = D

2
+ Z

2

D
2+ Y

2 + Z
2
P (O,Y , Z )  

h ( Y ) ( 6)

从而获得了圆周轨迹 FDK改进算法 ,简记为

FCFDK,其重建公式为

f (x ) =∫
2π

0

1
U

2
(x ,O,D )

P
~ FC

(O, Y , Z ) dO ( 7)

式 ( 3)与 ( 6)的差别是预权重因子的分子项 ,

由 D变为 D
2 + Z

2 . 因此 ,改进后的重建式 ( 7) ,

当 Z = 0时 ,在中平面上的重建结果仍然是精确

的 ,并且随着 Z的增大 ,投影数据的预权重滤波值

也增大 ,从而有利于减弱低密度衰减伪像 .

3. 2　短扫描轨迹 FDK改进算法

选择 Pa rker权重函数 [13 ]作为短扫描轨迹下

的窗函数 ,它是在预权重和斜滤波之前直接对投

影数据进行修正 ,与重建点的位置不发生关联 .

因此 ,可使用OZ值替代窗函数中相应的 O值 . 在

锥束投影下 ,利用转角关系修正后的 Parker权重

函数为

kO
Z
(TZ ) =

sin
2 π

4

OZ

TmZ - TZ
; 0≤ OZ ≤ 2TmZ - 2TZ

1; 2TmZ - 2TZ ≤ OZ≤ π - 2TZ

sin
2 π

4

π+ 2TmZ - OZ

TmZ+ TZ
;π- 2TZ ≤ OZ≤ π+ 2TmZ

0;其他

( 8)
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式中各符号的含义如图 3所示 . TZ表示斜平面上

扇角采样值 ;TmZ表示在斜平面上最大半扇角值 .

依据 Pa rker窗函数源点扫描范围条件 ,连续近似

平面上的最大转角应该满足OmZ ≥ π+ 2TmZ . 然

而 ,利用引理 1和 2可推导出:当中平面上的最大

转角满足 Pa rker扫描范围条件时 ,不同 Z位置处

的连续近似平面 ,其最大转角范围小于 π+ 2TmZ .

为此 ,增大中平面上的最大半扇角值Tm . 实际上 ,

Tm的取值需要满足一定的条件 ,本文仅给出推导

计算结果 ,Tm计算关系为

Tm =
π
2
+ arctan

L

D
2
+ L

2

D
2 + L

2

D
-

π
2

( 9)

其中 ,假定检测器为等边长 , L表示检测器的半长

度 . 根据Tm值 ,可以计算斜平面上相应的TmZ值 .

图 3　短扫描参数示意图

Fig . 3　 Pa rame ters of half-scan tra jecto ry

　　 窗函数中的参变量修正后 ,结合式 ( 6)的改

进 ,投影数据的预权重滤波变为

P
~ SC

(O, Y , Z ) =
D

2
+ Z

2

D
2
+ Y

2
+ Z

2
kO

Z
(TZ )P (O,Y , Z )  

h ( Y ) ( 10)

进而获得了短扫描轨迹 FDK改进算法 ,简记为

SCFDK,其重建公式为

f (x ) =∫
2π

0

1
U

2
(x ,O, D )

P
~ SC

(O,Y , Z ) dO ( 11)

3. 3　 T-FDK算法的改进

通过重排操作 ,锥束投影可变换为三维平行

束投影 , T-FDK和 FDK-Slant算法可对重排后的

投影数据进行重建 . 由于具较高重建质量及运算

速度等优点 , T-FDK算法得到了实际的应用 . 因

此 ,对 T-FDK算法提出改进 ,以进一步验证转角

增量关系改进措施的有效性 .

T-FDK算法的重建公式可表达为

f (x ) =∫
2π

0

D
2
- Y

2

D
2 + Z

2 - Y
2
P

p
(O, Y , Z )  

h (Y )dO ( 12)

式中 P
p
(O,Y , Z )表示重排后的投影数据 ,预权重

因子 D
2
- Y

2 D
2 + Z

2 - Y
2是投影射线与

中平面夹角的余弦值 . 考虑 3. 1和 3. 2的改进措

施 ,一个是对 FDK重建公式中的预权重因子乘以

D
2 + Z

2 D ,称其为转角因子 ;另一个是修正短

扫描窗函数中的转角值 . 由于 Parker窗函数的目

的是光滑修正双采样的投影数据 ,而如同二维平

行束重排算法 ,三维平行束重排算法相当于已完

成关于冗余数据的修正 . 因而 ,对 T-FDK算法的

改进 ,仅需要预权重因子乘以相应的转角因子 .

实验研究发现使用 ( 0, 1. 0)区间的松弛因子 κ修

正转角因子中 Z变量 ,能够获得更好的重建结果 .

改进后的算法简记为 MT-FDK,其重建公式为

f (x ) = ∫
2π

0

D
2
+ (κZ )

2
D
2
- Y

2

D D
2
+ Z

2
- Y

2
P
p
(O, Y , Z )  

h ( Y ) dO ( 13)

4　实验结果与分析

利用三维低对比度的 Shepp-Logan模型进行

仿真模拟对比研究 . 投影数据使用解析方法产

生 ,投影数据在轴向方向无截断 ,切片图像窗口显

示范围为 [1, 1. 04]. 使用两组不同锥角的投影数

据 ,相应的锥束扫描参数列在表 1中 .

表 1　锥束扫描参数

Tab. 1　 Cone-beam scanning pa ramete rs

最大投影锥角源点轨迹半径 /l. u. 采集投影数 检测器长度 /l. u. 检测器分辨率重建物体支撑半径 / l. u. 重建物体分辨率

≈ 36° 3. 26 512 2. 12 212× 212 1. 0 200× 200× 200

≈ 60° 2. 0 512 2. 32 232× 232 1. 0 200× 200× 200
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　　第一组实验使用锥角为 36°的投影数据 ,对

比的算法有 FDK、 T-FDK、 FCFDK、 SCFDK和

MT-FDK. 之所以使用该角度的投影数据 ,是因

为超过该角度后 , SCFDK重建算法会出现严重的

不对称伪像 . 图 4( a )示出模型以及算法重建结果

的密度曲线 . 图 5示出相应的切片图像 . 从图 5

中可以看出: 随着锥角的增大 , FDK算法出现明

显的锥向衰减伪像 ; FCFDK改进算法减弱了锥向

衰减伪像 ,但改进程度不如 T-FDK算法 ; SCFDK

改进算法比 T-FDK算法的锥向衰减伪像小 ,但其

轴向切片出现轻微不对称的伪像 ;而 M T-FDK改

进算法几乎精确地重建出原来的图像 . 图 4( a)的

密度曲线定量地表达上述的重建结果 ,特别是

MT-FDK算法与模型的密度曲线几乎完全重合 .

第二组实验使用锥角为 60°的投影数据 ,比

较算法为 FDK、 T-FDK和 MT-FDK算法 . 图

4( b)示出了算法重建结果的密度曲线 . 图 6示出

相应的切片图像 . 重建结果表明当投影锥角较大

时 , M T-FDK算法仍然可以取得较好的结果 . 在

两组实验中 , M T-FDK算法中 κ取值为常数

0. 85. 可以预见当锥角加大时 ,变化选择 κ可以

更好弥补当锥角较大时出现的轻微锥向衰减 .

(在 y = - 0. 25 l. u. , z = 0的直线上 ; N 为像素位置 ,d为密度值 )

图 4　 Shepp-Logan模型和重建结果的密度曲线比较

Fig. 4　 Comparison of 3D Shepp-Logan phantom with reconstruction results fo r intensity curv e

注:从上到下切片图像的位置分别为 y = - 0. 25 l. u. ,x = 0和 z = - 0. 60 l. u.

图 5　投影锥角 36°时 , Shepp-Logan模型和 5种算法重建结果的切片图像比较

Fig. 5　 Comparison of 3D Shepp-Logan phantom w ith fiv e r econstruction results fo r slice images at 36°cone angle

54 大 连 理 工 大 学 学 报 第 47卷　



注:从上到下切片图像的位置分别为 y= 0. 25 l. u. ,

x = 0和 z = - 0. 60 l. u.

图 6　投影锥角 60°时 ,三种算法重建结果的

切片图像比较

Fig. 6　 Comparison of three reconstr uction results

for slice images at 60°cone ang le

　　实验结果说明: 相对 FDK算法 , FCFDK算法

减小了锥向衰减伪像 ,表明了利用修正的转角增

量关系对 FDK算法近似改进的有效性 ;在锥角较

小时 , SCFDK算法通过修正 Pa rker窗函数中与

重建点无直接关系的转角对 FCFDK算法的进一

步改进 ,获得比 T-FDK算法更好的重建结果 ,表

明短扫描算法可以弥补连续近似平面的有限视角

投影所带来的负面影响 ; 利用转角增量关系对

T-FDK算法提出改进 ,在较大的锥角情况下 ,仍

可以较精确重建出模型图像 ,表明了重排操作相

当于对投影数据进行 Pa rker窗函数的权重修正 ,

也可以减弱连续近似平面的有限视角投影 . 实验

结果及以上的分析表明了基于增量关系的改进方

法的有效性 . 充分说明 FDK算法由于缺乏对斜

平面转动的动态分析 ,进而忽略了同一投影角度

上中平面与斜平面间的转角关系 ,导致其出现锥

向衰减伪像 .

5　结　语

将 FDK算法在一个投影方向上对斜平面推

导出的转角增量关系 ,推广到由同锥角斜平面张

成的连续近似平面空间中加以考虑 . 在该空间

中 , FDK算法对有限视角的投影数据进行重建 ,

在重建过程中存在转角关系不匹配的问题 . 依据

FDK重建公式中与转角相关的量是否同重建点

存在依赖关系以及短扫描重建特点的两方面 ,分

圆周和短扫描轨迹两步提出对 FDK算法的改进 ,

改进思路也进一步推广到 T-FDK算法中 . 实验

结果表明每步改进的重建结果都逐步逼近模型数

据值 ,特别是对 T-FDK算法的改进 ,当锥角较大

时 ,仍然可以获得较精确的重建结果 . 研究结果

表明 ,缺乏对斜平面转动的连续分析是导致 FDK

算法出现锥向衰减伪像的主要原因 .

尽管单圆轨迹不满足锥束精确重建的条件 ,

通过采取有效修正方法 ,在保持滤波反投影的优

势前提下 , FDK类型算法能够较精确地重建单圆

轨迹下低密度物体 . 本文的研究对扩大 FDK算

法在实际工程中的适用范围具有重要意义 .
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Modified FDK cone-beam reconstruction algorithm

based on relationship of rotation angle increment

WANG　Yu
1 ,　OU　Zong -ying
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Abstract: Due to the incomplete data set fo r ex act cone-beam reconstruction w ith a circula r scan

trajecto ry , th e FDK algo ri thm produces artifact of the intensi ty drop w ith increasing cone ang le.

Fi rst, the rela tionship o f the rotation ang le increments in the ti lted plane w as investiga ted. And then,

the value o f the ro tation ang le is obtained in any family o f the ti lted planes w hich has the same cone

angle relativ e to the midplane. As a result , there are two impo rtant detai ls igno red by the classical

FDK algo ri thm. One is the limi ted-ang le pro jection da ta acquired in a family of the ti lted planes. The

o ther is the di fference of ro tation angle between the midplane and the ti lted plane at the same

pro jection angle. Therefo re, based on these tw o aspects, a modified method is propo sed fo r the FDK

alg orithm using the rela tionship of the ro ta tion ang le increment. Also, the same idea is applied to the

T-FDK alg o ri thm. Computer-simula ted studies show that the propo sed algo ri thms effectiv ely reduce

the arti fact of the intensi ty drop inherent to the FDK alg ori thm at appropriate or big cone ang le.

Key words: cone-beam reconst ruction; circle trajectory; sho rt-scan reconst ruction; the FDK

alg ori thm; fi ltered backpro jection

56 大 连 理 工 大 学 学 报 第 47卷　


