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摘要: 考虑线性软化模型不能反映材料软化变形复杂性的不足 ,选取高斯正态分布函数作

为非局部理论的权函数 ,同时采用指数型应力衰减模式考虑软化的非线性特征 ,进一步地将

这种非线性非局部理论与采用 Laplace算子考虑塑性应变梯度效应的塑性梯度理论相结合 ,

建议了一种非线性非局部应变梯度模型 ,并据此针对各向同性单向拉伸杆的力学响应进行了

分析 ,将计算结果与线性软化模型进行了对比 . 结果表明: 在非线性软化模型中 ,尽管塑性应

变分布形式与线性软化模型的相同 ,但塑性应变同时依赖于应力降与破坏极限应变 ,两者最

大应变是不同的 .
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0　引　言

经典的塑性理论认为 ,硬化是材料的自然属

性 ,对于软化并没有给予足够的重视 . 然而许多

工程材料在外部荷载作用下经一定的塑性变形

后 ,会出现随着荷载的降低而应变继续增加的软

化现象 . 例如 ,岩土材料在剪应力作用下会出现

剪切软化 ,混凝土在拉应力作用下会出现拉裂软

化 . 在工程材料应变软化过程中 ,通常一种限定

在一定宽度内的急剧不连续位移梯度可能代替原

先连续分布的变形模式 ,并随之萌生裂纹 ,这种现

象称为应变局部化 . 此时局部化带内表现为塑性

加载 ,而局部化带外为弹性卸载 . 塑性应变理论

和非局部理论自 1984年首次应用于分析这种应

变软化问题 ,经过不断的完善与发展 ,已经形成了

多种非局部模型 . 但是 ,目前一般主要考虑的线

性软化情况
[1～ 8 ]
并不能准确地反映软化材料的实

质 . 为此 ,本文采用指数曲线对线性软化本构方

程进行改进 ,提出一个非线性的软化本构方程 ,并

以一维杆的简单拉伸问题 ,运用所建议的本构方

程进行实例分析 ,以此探讨非线性塑性软化的基

本特征 ,并与线性软化模型进行对比分析 .

1　非局部权函数

由 Eringen
[1 ]
、 Kroner

[2 ]
等所建立的非局部理

　　

论认为 ,一点的应力状态不仅与该点的应变状态

本身有关 ,而且取决于其邻域的应变场 . 即当在

物体某一点处发生了破坏或应变软化 ,则应变软

化将自该点向其周围延伸 ,延伸域的范围取决于

材料的非均匀程度 ,通常用非均质材料的特征长

度表示 . 为了在材料本构模型中考虑非局部破坏

或应变软化 ,采用非局部方式对于场量加以处理 ,

即将所考虑的空间点的邻域空间内场量的加权平

均值代替原先空间点上的局部场量值 . 设 f ( x )

是域 V内的一个局部场量 ,则相应地非局部场量

定义为

f ( x ) =∫V
T′(x ,a) f (a)da ( 1)

式中: T′(x ,a)为给定的非局部权函数 ,在一个无

限小的区域里 ,权函数仅仅取决于点 a和 x之间

的距离 ,在边界附近 ,为使非局部算子在整个物质

场中保持统一性而没有改变 ,此时加权函数修正

为

T′(x ,a) =
T(|x - a|)

∫V
T(|x - a|) da

( 2)

其中T(r )为随距离 r = |x - a|单调递减的非负
函数 .

通常非局部权函数的选取应满足以下要求:

(a ) 在破坏点或应变软化点 x 处 ,权值取得

　　



其最大值 ,而在邻域上随着点a与点 x之间相对

距离的增大 ,权值逐渐减小而趋近于 0.

( b)权函数所描述的分布情况与材料的非均

匀性程度有关 ,从而与材料的特征长度有关 . 若

材料的特征长度越大 ,软化点的延伸域范围则越

大 ;反之 ,特征长度越小 ,延伸域范围则越小 ,对于

完全均匀材料 ,特征长度为 0,则软化点的延伸域

为 0,与局部破坏模型完全一致 .

目前 , Gauss分布函数与钟形函数是两种常

用的非局部权函数形式 . 对于一维、二维和三维

问题 , Gauss分布权函数为正态分布
[3 ]
,可统一地

表达为

T0 (r ) = exp -
ndimr

2

2l2
( 3)

式中: l为材料的内部长度因子 ;ndim = 1, 2, 3,为

空间维数 . 而钟形权函数可以表达为

T(r ) =
( 1 - r

2 /R2 ) 2; 0≤ r≤ R

0; R≤ r
( 4)

式中: R称为影响半径 ,与内部特征长度有关 .

图 1给出了上述两种权函数的分布形状 . 由

图可见: 对于 Gauss分布函数 ,影响半径为 R→

∞ ,是无限界的 ,而钟形函数是有限界的 . 钟形函

数的峰值高于高斯分布函数的峰值 ,且随着相对

距离的增大 ,衰减加快 ,在影响半径 R之外 ,权函

数的影响为 0,而 Gauss函数在局部化带外仍有微

弱影响 . 本文选取 Gauss分布函数作为非局部权

函数 ,在实际计算过程中 ,通常忽略 Gauss分布函

数的高阶微量 .

图 1　两种权函数的对比
Fig . 1　 Comparison of tw o types o f w eighted

func tions

2　非线性非局部软化方程与梯度塑
性理论

在线性各向同性条件下 ,非局部塑性本构方

程的基本形式可以表述为

e= E (X- X-p ) ( 5)

ey = e0 + Hk
- ( 6a )

X-
 
p = k

- sgne ( 7)

λ
 
> 0, f (e- ey )≤ 0,λ

 
f (e,ey ) = 0 ( 8)

式中: e与 X分别为应力与总应变 ;X-p为非局部塑

性应变 ; E为弹性模量 ; H为塑性模量 (硬化时为

正 ,软化时为负 ) ;ey为加载屈服应力 ;e0为初始屈

服应力 ; 软化变量 k 选为累积塑性应变 (k
 
=

|X
 

p|) ,在单向拉伸荷载下 ,k = Xp ;λ
 

为塑性乘子

率 ; f (e- ey )为屈服函数 . 在非局部软化塑性条

件下 ,上述本构关系中的其他方程没有变化 ;而式

( 6a)中屈服应力应修改为

ey = e0 + h (k-) ( 6b)

式中 h (k-)为描述屈服应力变化的演化方程 ,对于

线性软化 ,选取 h (k-)为一个双直线函数 ,相应地

应力 -应变曲线如图 2( a)所示 ,当应变为X0 =

e0 /E时材料开始屈服 ,屈服应力为 e0 ;而当应变

超过破坏应变Xf时 ,屈服应力降低为 0,意味着材

料完全丧失了强度 ,不能再承受任何外荷载 ,软化

规律为 h (k ) = 〈e0 + Hk〉 - e0 ,其中正的算子定

义为〈x〉 = max ( 0,x ) . H = - e0 /Xf为负的塑性

模量 . Vermeer等 [4 ]、 Stromberg 等 [5 ]、 Planas

等
[6 ]
联合运用局部变量和非局部软化变量描述

软化的总体发展 ,提出了下列改进的线性软化规

律:

k
-(x ) = ( 1 - m )k (x ) + m∫V

T(x ,a)k (a) da

( 9)

当 0≤ m≤ 1,该改进模型与基本非局部模型具有

相似性质 ;而当 m > 1,塑性区有一个有限的宽

度 . 对线性和非线性软化规律 ,在变形过程中塑

性区范围 Ip没有变化 ,而塑性应变成比例地增

长 . 因此这里将线性软化模型进行改进 ,采用下

列指数形式描述软化规律的非线性特征:

h (k-) = e0 [1 - exp( - k
-/Xf ) ] ( 10)

Aifantis[7 ]、De Bo rst 等 [8 ]、 Pamin [9 ]、

Rolshoven等 [ 10]、 Askes等 [11 ]所发展的梯度塑性

理论认为 ,屈服应力不仅依赖于软化变量 k (累积

塑性应变 ) ,而且也依赖于以 Laplace算子所表达

的软化变量的高阶导数组合或梯度 ;与经典塑性

理论的主要差别在于 ,梯度塑性理论在材料的屈

服模式中考虑了软化参数的梯度 ,从而使某点的

屈服极限不再仅仅取决于该点的软化变量 ,而且

还受到相邻区域内软化变量的影响 ,任一点的影

响域尺度将由所给定的材料内部特征长度决定 .
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De Bo rst等 [8 ]在应力 -应变关系中引入了塑性应

变梯度 ,从而将屈服函数改写为 F (e, H , 2
H ) =

0,其中 H为硬化 /软化参数 , 2
H为其二阶梯

度 . 将梯度塑性理论与非局部理论相结合 ,得到

关于非局部软化变量的微分表达式为

k
-= k+ c

2
k ( 11)

式中: c为与内部长度因子成比例的材料常数 ,n

维空间内的 Laplace算子定义为

2 =  = ∑
n
dim

i= 1

 2

 x2i
( 12)

如果塑性应变在空间上是常量 ,则其二阶导数消

失 ,非局部屈服函数即为初始的局部屈服函数 .

当局部化开始后 ,二阶梯度项被激活 ,从而塑性应

变局部带将逐渐发展而并不会出现 0尺度 (三维

为一个面 ,二维为一条线 ,一维为一点 )的宽度 .

图 2　考虑材料软化特性时杆的单向应力 -

应变关系
Fig . 2　 One-dimensional str ess-st rain relation o f

bar w ith considera tion of mate rial so ftening

behav io r

3　单轴拉伸实例分析

下面针对一维杆件的简单拉伸问题采用上述

模型进行分析 ,以此考察二阶梯度项对非线性软

化的影响 . 如图 3所示 ,一维均质杆长度与截面

积分别为 L与 A ,在拉伸荷载作用下呈现出各向

同性弹塑性软化特性 .

图 3　杆的单轴拉伸示意图
Fig. 3　 Ba r under unia xial tension

　　如图 2(b)所示 ,杆件材料的应力 -应变关系

为线弹性 -塑性指数软化模式 ,即在施加的正应

力达到初始屈服强度之前 ,整个杆的力学响应是

线弹性的 ,当外荷载达到初始强度时 ,一些横截面

开始发生屈服而其他区域处于弹性卸载状态 ,假

定屈服发生在长度 L s的邻近区域 . 考虑平衡条

件 ,杆中的应力和应力率必须沿轴向保持一致 .

在塑性区域内 ,应力率必须与当前屈服应力降的

比率相等 . 将式 ( 11)的率形式代入塑性一致性条

件

f
 
= e

 
- h (k-

 
) = 0 ( 13)

于是得到关于杆中软化变量的二阶微分方程

　　e
 
-
e0

af
exp -

k-

af
k
 
+ c

 
2
k
 

 x
2 = 0 ( 14)

式中应力率e
 

与空间位置 x无关 ,在塑性应变发

生的初始时刻 ,k = k
-= 0,当 c > 0时 ,式 ( 14)的

通解为

k
 

( x ) =
e
 
af
e0 + Ccos

x - xs
l

( 15)

式中 l = c ,为与内部长度有关的常数 ,C和 x s

为积分常数 ,可以通过边界条件来确定 . 累积塑

性应变 k (x )关于空间坐标 x必须是连续可微的 ,

否则 ,在屈服函数中其二阶导数将是无界的 ,从而

使解答超出允许的塑性区范围 . 通常 k
 

( x )也必

须连续可微 . 一致性条件 ( 13)仅仅适用于塑性

区 ,在塑性区内 k
 

(x ) > 0,在弹性区内 k
 

(x ) = 0,

为了保证连续可微性 ,在弹性与塑性的分界面上 ,

k
 

( x ) = 0,塑性梯度理论的特征条件不是在物理

边界上 ,而是在未知的弹性 -塑性分界面上 ,以此

可以确定积分常数 . 在一般的多维情况下 ,在弹

性 -塑性分界面上的强制边界条件为

 k
 

 n
≡ n  k

 
= 0 ( 16)

式中 n为分界面的单位法向矢量 . 上式确保了软

化变量的 C
1阶连续性 ,简化了问题的求解 .

通过上述分界面条件来推求弹性卸载区域所

包围的塑性区内的局部化解 ,积分常数 C和 x s从

界面条件 k
 
′(x 1 ) = 0,k

 
′(x r ) = 0解得 . x 1和 x r为

塑性区内满足界面条件 k
 

(x 1 ) = 0,k
 

(x r ) = 0的

待定左右边界位置 . 将界面条件 k
 

′(x 1 ) = 0,

k
 
′(x r ) = 0代入 k

 
(x )的通解 ,得到 4个关于 2个

积分常数 C与 x s和弹性 -塑性界面坐标 x1与 x r等

4个未知量的联立方程 .

将按照非局部塑性理论所确定的塑性应变与

弹性应变e/E相叠加得到总应变 ,图 4以总应变
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的变化对于弹性 -塑性分界面条件给予了几何解

释 . 几何界面条件表明 ,函数 Cco s( (x - xs ) /l )

与函数 - e
 
af /e0在几何上必须存在一个共同的水

平切线 . 在塑性区内 ,Ccos( ( x - x s ) /l )必须在此

水平切线上 ,这意味着常数 - e
 

af /e0必须为正 ,相

当于应力率e
 

为负 ,且 C= e
 

af /e0 ,而 x s是任意的 .

在点 x s ,塑性应变率最大 ,位于塑性区的中心 . 弹

性 -塑性界面一定位于 x 1 = xs - πl与 x r = xs+

πl之间 ,参数 l控制了局部化区域的尺寸 ,此时塑

性区宽度为 L s= x r - x s= 2πl ,与软化模量 H无

关 . 塑 性 应 变 率 的 空 间 分 布 与

Ccos
( x - x s )

l
成比 例 . 图 中 A = - C =

- e
 
af /e0 . 从几何上看 ,由于积分常数 x s的任意

性 ,这种局部化解答并不惟一 . 对于远离物理边

界的任意塑性区中心位置 ,非局部解仅相对于此

中心沿着杆的轴向发生变化 . 造成解答非惟一性

来源于对于材料的高度理想化假设 ,即假设材料

和几何性质沿着杆的轴向是完全相同的 . 此时实

际的局部化塑性区位置将由微缺陷决定 ,若在求

解过程中能够考虑这些缺陷 ,在弹性 -塑性分界

面上必然出现扰动 ,则实际的非局部解答将是惟

一的 . 因此考虑梯度项对局部化解答的影响具有

现实意义 . 在遭受最大的塑性应变的点周围 ,软

化变量的二阶导数是负的 ,软化变量的 Laplace

梯度项使得非局部软化变量 k
-显著小于局部软化

变量 k . 若软化区域很窄 ,应变峰值周围的应变降

低曲率很大 ,屈服应力比其他点的高 . 而实际施

加的应力沿杆的轴向相同 ,局部化中心周围的截

面不能达到屈服 ,塑性区域将从侧面产生 . 为了

减小负曲率的大小 ,假设屈服应力为一个常数值 .

根据上述解答 ,塑性应变为

Xp ( x ) = k (x ) =

e
 
af
e0 1+ cos

x - xs

l
;|x - x s|≤πl

0;|x - x s|≥ πl

( 17)

塑性应变的分布如图 5所示 . 在 x s处塑性应变最

大 ,并在两侧向外逐渐衰减 ,当超出塑性区宽度

时 ,塑性应变值为 0,塑性应变的大小依赖于应力

降和破坏极限应变 ,具体地 ,应力降和破坏极限应

变越大 ,塑性区内塑性应变越大 .

与线性软化模型相对比 ,指数型的非线性软

化模型塑性区宽度和塑性应变分布没有变化 ,但

塑性应变的大小有所不同 ,在线性软化模型与非

线性软化模型中 ,最大塑性应变分别为 (e-

e0 ) /H与 (e- e0 )af /e0 ,实际上 ,在整个区域内指

数型软化模型的衰减程度逐渐趋缓 ,即|e- e0|

逐渐趋向 0,因此塑性应变也逐渐衰减并趋向稳

定 ,此后材料将保持一定的残余强度 ,直至材料完

全丧失承载能力 .

图 4　弹性 -塑性界面条件
Fig . 4　 Illust ration of elasto-pla stic inter face

conditions

图 5　基于塑性梯度模型的塑性应变分布
Fig . 5　 Distribution o f pla stic str ains based on the

pla stic strain g radient model

4　结　语

本文同时采用以 Gauss正态分布函数为权函

数的非局部化理论与塑性应变梯度理论 ,运用指

数型软化模式考虑塑性软化的非线性特征 ,并以

Laplace算子引进塑性应变的二阶梯度项 ,提出一

种非线性非局部应变梯度模型 . 通过对一维各向

同性均质杆简单拉伸过程的分析 ,确定了指数型

非线性软化模型的塑性应变分布 ,并与线性软化

模型的解答进行了对比 . 对比分析表明: 指数型

非线性软化模式能够更好地反映材料的应变软化

特性 ,软化后承载力逐渐衰减并趋向稳定 ,而线性

软化的应力最终降低为 0,与线性软化模型相对

比 ,非线性软化模型的局部化带宽度没有变化 ,两

者均为 2πl . 在非线性软化模型中 ,塑性区内的塑

性应变分布中心较大 ,并逐渐向两边衰减 ,在塑性

区外 ,塑性应变为 0,随着软化段的应力降和极限
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破坏应变的增大 ,塑性应变增大 . 本文建议的非

线性非局部应变梯度模型考虑了岩石类材料受力

软化特性 ,将软化段的本构关系设为指数形式 ,更

符合岩石试件的破坏本质 ,对于分析岩石类材料

的失稳破坏、局部化带的形成和发展具有积极的

意义 .
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Exploration of non-linear and non-local strain gradient model
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Abstract: Considering deficiency o f linear sof tening model which can no t reproduce distortion

complexi ty of g eo-material, a non-linear and non-local model of pla stic-st rain g radient is presented by

inco rpo ra ting the non-linear and non-local theo ry wi th the theo ry of plastic st rain g radient. The model

uses an exponential pat tern o f st rain so ftening and w eigh ted by Gaussian dist ribution function w hi le

the ef fect of plastic st rain g radient is taken into account. The mechanical cha racteristics of i so t ropic

bar under uniax ial tension are examined by the propo sed model and ana lysis results of the proposed

model are compared wi th those of the linea r-sof tening model. It is indica ted tha t the plastic strain is

dependent on bo th the rate of st ress drop and the failure strain. Although the variation pat terns of

plastic st rain in both linear and non-linear sof tening models are almost identical , th e max imum plastic

st rains of bo th models are dif ferent. Furthermo re, in the non-linea r sof tening model, the plastic

st rain decays with the relativ e distance of the point under considera tion w ith the center of the plastic

zone.

Key words: non-linearity; non-lo calization; st rain g radient; so f tening
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