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BA指数网络结构特性精确计算
章 忠 志* ,　荣莉 莉

(大连理工大学 系统工程研究所 , 辽宁 大连　 116024 )

摘要: 度分布和平均路径长度是复杂网络的两个重要结构特性 . 对于随机增长的网络 ,其平

均路径长度一般主要通过计算机模拟给出数值结果 ,尚无一个普适的解析计算方法 . 为此首

先利用主方程的方法对 BA随机指数网络的度分布进行解析推导 ,与 Barabá si等的结果相比

所得度分布与计算机模拟值更接近 . 然后对 BA随机指数网络和 BA确定性指数网络的平均

路径长度进行解析计算 ,所得结果与经典的 ER随机图相似 ,即平均路径长度以网络大小的

对数形式增长 . 此外 ,对 BA随机指数网络平均路径长度的模拟值与解析计算结果相吻合 .

最后 ,对 BA确定性指数网络的度分布与直径进行了解析计算 ,并对两个网络的结构特性作

了比较 . 比较结果表明 , BA随机指数网络和 BA确定性指数网络的结构性质虽然存在量上的

差异 ,但从定性角度来说 ,其拓扑结构是相同的 .
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0　引　言

现实世界中许多系统都可以用复杂网络来描

述 [1～ 4 ] ,网络节点为系统元素 ,边为元素间的相互

作用和相互联系 (即关系 ) . 复杂网络作为研究复

杂性科学和复杂系统的有力工具 ,近年来倍受国

内外学者的广泛关注
[1～ 4 ]

. 最经典的复杂网络

有: Erdo
  
s与 Ré nyi的随机图 [5 ] ( ER随机图 )、

Watts和 Strog atz的小世界网络 [6 ] ( W S模型 )、

Barabá si和 Albert的无尺度网络
[ 7、 8]

( BA模型或

BA网络 ) . W S模型和 BA网络提出后 ,在不同学

科和领域内掀起了复杂网络
[1 ]
、WS模型

[ 9]
与小

世界网络 [10、 11 ]、 BA模型 [12 ]与无尺度网络 [13 ]的研

究热潮 . 在复杂网络的众多结构特性中 ,度分布、

平均路径长度 (或平均距离 )是两个重要的特征

度量 [1 ] . 度分布表示节点度的概率分布函数

P (k ) ,它指的是节点有 k条边连接的概率 . 平均

路径长度是衡量网络平均传输性能与效率的参

数 . 到目前为止 ,随机网络的平均路径长度主要

通过模拟得到 ,还没有一般性的解析计算方法 .

复杂网络可以按照不同的方式来分类 ,如根据节

点度分布的不同 ,可以将复杂网络分为指数网络

和无尺度网络两大类 . 指数网络的度分布 P (k )

　　

随度 k呈指数衰减 , ER随机图和 WS模型属于指

数网络 ;无尺度网络的节点度 k服从幂律分布 ,即

P (k )∝ k
-V, BA模型属于此类网络 . 从生成方式

上又可将复杂网络分成随机网络和确定性网络 .

本文研究 BA网络的两个变体模型: BA随机

指数网络和 BA确定性指数网络 . 首先解析计算

这两个网络的平均路径长度 ,对随机情形 ,利用主

方程的方法 ,解析并模拟计算度分布 ;最后计算

BA确定性指数网络度分布与直径的精确值 ,并

比较研究两个网络的主要结构特性 .

1　 BA随机指数网络

BA模型对网络科学的发展起着重要的作

用 ,该模型捕捉到了无尺度网络形成的两个必不

可少的机制 —— 增长和择优连接 [ 7、 8 ] . 为了验证

这两个机制的必要性 , Ba rabá si等研究了 BA网络

的两个变体模型 [8 ] . 第一个变体模型保留了 BA

网络的增长特性 ,但新节点以等概率的形式与原

系统的老节点进行连接 . 具体生成过程如下:

( 1)增长

初始时刻 ( t = m ) ,网络为 m+ 1个节点连接

成的完全图 ,在以后的每一个时间间隔中 ,新增一

　　　



个度为 m的点 ,连接到网络中已经存在的 m个不

同的节点上 . 需要指出的是 ,网络初始状况对其

最终演化成的拓扑结构影响甚微
[ 1～ 4]

,这里为方

便起见 ,假设初始网络为完全图 .

( 2)均匀连接

假定新节点与系统中原有节点的连接概率是

相同的 ,即与原有节点的度无关 .

这样 ,在时间步等于 t时 ,网络的节点总数 N

= t+ 1. Barabá si等 [8 ]提出并应用平均场近似的

方法计算出其度分布为

P (k ) =
e
m

exp -
k
m

( 1)

该网络的度分布呈现出指数特性 ,而且新节

点与原有节点的连接是完全随机的 ,故称之为

BA随机指数网络 .

1. 1　度分布

由于 Ba rabá si等利用平均场近似的方法
[8 ]
推

导式 ( 1)的过程不够严密 ,导致式 ( 1)表达的度分

布不够精确 ,误差较大 [14、 15 ] . 为了得到关于 BA随

机指数网络度分布的精确表达式 , 本文利用

Dorogov tsev等提出的主方程的方法
[16、 17 ]

计算了

该网络的度分布 ,得到与式 ( 1)不同的如下表达

式:

P (k ) = 1
m+ 1

m+ 1
m

m
m

m+ 1

k

; k≥ m ( 2)

通过比较 ( 1)、 ( 2)两式不难发现 ,对于较大的 k ,

式 ( 1)的结果要小于式 ( 2) . 下面给出式 ( 2)的具

体推导过程 .

根据节点的生成时间 ,对节点进行标号 ,即 s

= 0, 1, 2,… , t. 设 p (k , s , t )表示 t时刻 ,节点 s的

度为 k的概率 ,则单个节点的度分布满足下面的

主方程 [14、 15 ]:

　 p (k , s , t+ 1) =
m

t+ 1p (k - 1, s , t ) +

1 -
m

t+ 1
p (k , s , t ) ( 3)

该方程的初始条件和边界条件分别为

p (k , s = { 0, 1, 2,… ,m } , t = m ) = Wk,m ,

p (k , t , t ) = Wk,m

其中Wk,m =
1,k = m

0,其他
.

整个网络的度分布可表示为

P (k , t ) =
1

t+ 1∑
t

s= 0

p (k , s , t ) ( 4)

在方程 ( 3)的两边应用求和公式∑
t

s= 0

对 s求

和 ,可得如下关于整个网络度分布的方程:

( t+ 2) P (k , t+ 1) - ( t+ 1) P (k , t ) = mP (k -

1, t ) - mP (k , t ) + Wk ,m ( 5)

当 t → ∞ 时 , 可以证明 lim
t→∞

P (k , t ) 存在
[ 18]

, 即

lim
t→∞

P (k , t+ 1) = P (k , t ) ,因此方程 ( 5)对应的稳

态方程为

(m + 1) P (k ) - mP (k - 1) = Wk ,m ( 6)

利用方程 ( 6) ,可求得网络的度分布式 ( 2) .

式 ( 2)对所有 k≥ m都成立 ;当 k < m , 显然

有 P (k ) = 0. 由式 ( 2)知 , BA随机指数网络的度

分布随着度的增加以指数形式下降 . 特别地 ,当

m = 1时 ,度分布为 P (k ) = 2- k .

图 1给出了度分布模拟结果的半对数图形 ,

图中符号◇ ,△ ,□和○分别表示规模为 30万个

节点的网络在 m = 1, 3, 5, 7时运行 10次的平均

模拟值 . 从图 1可以看出 ,本文给出的解析表达

式与模拟值更吻合 .

图 1　 BA随机指数网络的度分布

Fig . 1　 Deg ree distributions of exponential BA

netw orks

1. 2　平均路径长度

对大多数现实网络而言 ,不管规模多大 ,其平

均路径长度一般都很小 . 平均路径长度指网络所

有节点对之间的平均最短距离 ,而节点间的距离

指从一节点到另一节点所要经历边的最小数目 ,

其中所有节点对之间的最大距离称为网络的直

径 .

目前 ,对于随机复杂网络的平均路径长度还

没有一个普遍适用的解析计算方法 ,人们一般通

过计算机模拟得到其值 . 本文利用类似于文献

[19 ]中的方法 ,解析求出了 BA随机指数网络的

平均路径长度 . 先考虑 m = 1的情况 ,对这一特

殊情况 ,有下面的引理 .

引理 1　对任意两个节点 i和 j ,每条从 i到 j

的最短路径 S Pij都不经过任何节点 k ,其中 k满足

条件 k > max ( i , j ) .

证明　用节点序列 i→ v 1→ v2→…→ vn→
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j表示从 i到 j长度为 n+ 1的一条最短路径 SPij .

显然 ,当 n = 0时 ,引理成立 . 当 n > 0时 ,假设 vk

= max (v1 ,v 2 ,… ,vn ) ,如果 vk < max ( i , j ) , 则命

题成立 . 接下来用反证法证明 vk > max ( i , j )不

可能发生 . 根据该网络的构造算法 ,当节点 vk 进

入系统时 ,只与一个节点进行连接 . 而当 vk >

max ( i , j )时 ,在路径序列 i→ v 1→ v2→…→ vn→

j中 ,有两个比节点 vk年轻的节点与 vk相连 ,与构

造算法矛盾 . 因此 ,如果 SPi j是从 i到 j的一条最

短路径 ,则路径序列中“最老”的节点是 i或 j . □

设 d ( i , j )表示 i到 j的最短距离 ,e(N )表示

顶点数为 N的网络的所有节点对的距离和 ,即

e(N ) = ∑
0≤ j≤N - 1

d ( i , j ) ( 7)

用 L (N )表示网络的平均路径长度 ,则

L ( N ) =
2e( N )

N (N - 1)
( 8)

根据引理 ,新增节点不影响已经存在的节点之间

的距离 ,因此 ,下面的式子成立:

e(N + 1) = e( N ) + ∑
N - 1

i= 0

d ( i ,N ) ( 9)

假设节点 N进入系统时与节点 w相连 ,则式 ( 9)

可以写成

e(N + 1) = e(N ) + ∑
N - 1

i= 0
(d ( i ,w ) + 1) =

e(N ) + N + ∑
N - 1

i= 0
d ( i , w ) ( 10)

方程 ( 10)中∑
N - 1

i= 0
d ( i ,w )表示节点集J= { 0, 1, 2,

… , N - 1} /{w }中的所有 N - 1个节点到一个特

定节点 w的距离和 . 由于所讨论的模型属于指数

网络 ,考虑到指数网络的同质性 [1 ]并利用式 ( 7) ,

∑
N - 1

i= 0
d ( i , w )可以用下式替代:

∑
N - 1

i= 0
d ( i , w ) = ( N - 1)L (N ) =

2e(N )
N

( 11)

将式 ( 11)代入方程 ( 10) ,得

e( N + 1) = e(N ) + N +
2e( N )
N

( 12)

根据式 ( 12) ,可得e(N )关于 N的变化方程

de(N )
dN

= N +
2e(N )
N

( 13)

由方程 ( 13)可得

e(N ) = N
2
( ln N + _ ) ( 14)

其中 _ 为常数 . 当 N→ ∞时 ,将式 ( 14)代入式

( 8) ,得

L ( N ) = 2( ln N + _ ) ( 15)

因此 ,当 m = 1时 , BA随机指数网络的平均

路径长与网络阶的对数成正比 ,这一结果与 ER

随机图相似
[1、 5 ]

. 图 2给出了平均路径长度与网

络规模关系的半对数图 ,图中每个圆圈表示同一

个网络运行 10次的平均模拟结果 ,直线为式 ( 15)

的解析值 . 从图 2容易看出 ,解析结果与模拟值

一致 .

当 m> 1时 ,随着 m的增大 ,网络变得越来越

稠密 ,当顶点数相同时 ,网络的平均路径长度随着

m的增加而减小 . 因此 , BA指数网络的平均路径

长度最多以网络阶的对数形式增长 .

图 2　 BA随机指数网络的平均路径长度

Fig . 2　 Ave rage pa th leng ths o f exponential BA

netw orks

2　 BA确定性指数网络

当 m= 1时 , BA随机指数网络对应着一个确

定性模型 [ 20] ,由于该确定性网络的度分布随着度

的增加以指数形式下降 ,本文称之为 BA确定性

指数网络 . 文献 [20]给出了该确定性网络的构造

方法 ,描述如下:初始时刻 ( t = 0) ,网络由一条边

连接起来的两个节点组成 ,在随后的每一个时间

步 ,网络的每一个节点都生成一个新节点 ,并与对

应的新节点进行连接 . 于是 ,在时间步为 t时 ,网

络的节点总数目为 N t = 2
t+ 1

.文献 [20 ]只给出了

BA确定性指数网络的构造方法 ,下面对该网络

的主要性质 (度分布、平均路径长度和直径 )进行

精确求解 .

2. 1　度分布

该确定性网络节点度的谱分布是离散的 ,经

过 t个时间步后 ,网络中度 k= 1, 2, 3,… , t - 1, t ,

t+ 1的节点数目 m (k , t )分别为 2
t
, 2

t- 1
, 2

t- 2
,… ,

22 , 2, 2. 于是 ,整个网络的度分布为

P (k ) =

m (k , t )
N t

= 2- k ,k = 1, 2,… , t

m (k , t )
N t

= 21- k ,k = t+ 1

( 16)
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由式 ( 16)易知 ,P (k )随着 k的增加以指数形式下

降 . 由式 ( 16)及文献 [4 ]中的结论 ,可知该确定

性网络的累积度分布也以相同的指数幂下降 .

2. 2　平均路径长度

由于该网络是确定性的 ,其平均路径长度可

以通过计算得到精确值 . 设 lt (k )表示在时间步 t

时 ,度为 k的节点到网络中其他节点最短距离的

平均值 ,由文献 [20 ] , lt (k )的表达式为

lt (k ) =
2t

2t+ 1 - 1
( 2t + 2 - k ) ( 17)

于是当网络的顶点数 N t很大时 ,有下式成立:

l (k ,N t ) 
ln N t

ln 2 -
k
2 ( 18)

因此 ,整个网络的平均路径长度

L (N t ) = l (k ,N t ) P (k ) 
ln N t

ln 2 - 1 ( 19)

可见 ,该网络的平均路径长度是网络大小 N t的对

数的线性函数 ,这一性质与 ER随机图一致 .

2. 3　直　径

除了平均路径长度外 , BA确定性指数网络

的直径也可以通过计算得到精确值 . 设 G( t )表

示时间步等于 t时的 BA确定性指数网络 ,D ( t )表

示 G( t )的直径 ,则 D ( t )一定是在时间 t生成的节

点对之间达到 . 可以证明在时间步等于 t时 ,D ( t )

= 2t+ 1. 当 t = 0, 1时 ,显然成立 . 假设在时间

等于 t - 1时 ,结论成立 ,即 D ( t - 1) = 2( t - 1)

+ 1. 由于在时间 t生成的节点到 G( t - 1)的距离

为 1, D( t ) = D( t - 1) + 2= 2t+ 1,所以命题成

立 . 由于网络阶的对数为 ln N t = ( t + 1) ln 2,

D ( t )又可用 ln N t表示成

D ( t ) =
2

ln 2
ln N t - 1 ( 20)

这样就证明了同平均路径长度一样 , BA确定性

指数网络的直径也以网络大小的对数形式增长 .

3　两种网络结构特性的比较

前文研究的 BA随机指数网络和 BA确定性

指数网络同为指数网络 ,它们的结构特性有何异

同呢?下面比较研究两者之间的关系 . 为方便比

较 ,对 BA随机指数网络 ,这里仅考虑 m = 1的情

况 . 由 ( 2)、 ( 16)两式可以看出 , BA随机指数网络

在 m = 1时的度分布与 BA确定性指数网络相同 .

而对于平均路径长度 ,通过比较式 ( 15)与式 ( 19)

可知 ,尽管两者的度分布相同 ,但当网络的规模很

大时 , BA确定性指数网络的平均路径要比相同

规模的 BA随机指数网络的小 ,而后者的直径也

以网络阶的对数形式增长 . 虽然两者的平均路径

长度存在具体数值上的差异 ,但都遵循相同的增

长规律 ,即以网络规模的对数形式增长 . 下面 ,顺

便介绍一下网络的另外一个重要结构特性 ——

集聚系数 [ 6] . 节点的集聚系数定义为与该节点直

接相邻的节点间实际存在的边数目占最大可能存

在的边数的比例 ;而网络的集聚系数为所有节点

集聚系数的平均值 . 从定义知 ,这两个网络的所

有节点的集聚系数和整个网络的集聚系数均为

零 . 综上比较 ,不难得出结论:两个网络的结构特

性虽然存在量上的差异 ,但从定性的角度来说 ,它

们的性质是相同 .

4　结　语

本文利用主方程方法对 BA随机指数网络的

度分布进行了解析计算 ,与 Barabá si等的结果比

较表明 ,所得表达式的结果与数值模拟更吻合 ;然

后对 m = 1这一情况的平均路径长度进行了解析

计算 . 计算机模拟说明了解析方法及结果的有效

性和准确性 . 文章还对 BA确定性指数网络的主

要结构特性进行精确求解 ,并与 BA随机指数网

络的性质进行一番比较 ,结果表明两个指数网络

的结构特性从定性的角度来说是一致的 .
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Exact computations for structural characteristics of

BA exponential networks

ZHANG　Zhong -zhi
* ,　RONG　Li -li

( Inst . of Syst . Eng . , Dalian Univ . of Technol . , Dal ian 116024, China )

Abstract: Deg ree dist ribution and average path leng th are two important st ructural characteristics of

complex netw o rks. Fo r randomly growing netw o rks, there has no t been a generic analy tical

computa tion technique fo r thei r av erage path leng th, w hich is obtained mainly by computer

simulations. To solv e this problem, fi rstly , the expression o f deg ree dist ribution fo r the random

exponential BA netwo rk is deriv ed analytically by master-equa tion approach, w hich is mo re consistent

w ith the simulations than tha t giv en by Barabá si , et al . Then the emphasis swi tches to the

computa tion o f the average pa th leng th for bo th random and deterministic exponential BA netw orks.

The obtained average path leng th is simila r to the counterpart o f ER random g raph, w hich increases

lo garithmically wi th the netw ork size. Also , simula tions a re done fo r the properties of the random

si tuation, w hich are in good ag reement wi th the ana lytical results. Furthermo re, the deg ree

dist ribution and diameter o f the deterministic exponential BA netw o rk are found exactly. Finally,

comparativ e resea rch is done on the st ructural cha racteristics of the tw o netwo rks. The obtained

resul ts show tha t the tw o netw o rks have quantitativ ely dif ferent topological properties, w hi le they are

qualitativ ely simi la r.

Key words: complex netw orks; BA netw orks; deg ree dist ribution; average pa th leng th; exponential

netw o rks
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