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受演变随机激励结构响应的增维精细时程积分法
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摘要: 对受非均匀调制演变随机激励结构响应问题进行了研究 . 先用虚拟激励法将随机荷

载化为确定性荷载 ,然后将非均匀调制演变随机模型用状态方程表示 . 借助于随机模型的状

态方程表达式 ,可构造出增维精细时程积分格式 ,从而快速精确地求出结构的时变功率谱响

应 . 同 HPD-M格式相比 ,该方法不仅计算效率有所提高 ,而且由于避免了矩阵求逆 ,可直接

处理具有刚体模态的结构 . 最后通过两个算例与 HPD-M格式的计算效率进行比较 ,表明本

方法具有显著的优越性 .
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0　引　言

近 40年 , Priest ley [1 ]提出的非平稳演变随机

激励在工程中得到了广泛的应用 . 这种非平稳演

变随机激励既考虑了激励强度非平稳性 ,又考虑

了频率非平稳性 ,可恰当地描述地震动及路面对

变速车辆的激励 . 非平稳演变随机激励的常规算

法涉及 Riemann-Stielt jes积分 ,计算非常繁复 ,直

接影响了其在工程中的应用 . 文献 [2]采用虚拟

激 励 法 避 免 了 在 实 际 计 算 中 涉 及

Riemann-Stielt jes积分 ,并采用精细积分对非均

匀调制演变随机激励的结构进行了计算 ,获得了

相当满意的结果 .

本文在文献 [2 ]的基础上 ,通过将常见的非

均匀调制演变随机模型用状态方程来表示 ,给出

非均匀调制演变随机激励结构响应的增维精细时

程积分法 .

1　增维精细逐步积分

非平稳演变随机激励可用 Riemann-Stielt jes

积分表示如下:

f ( t ) =∫
∞

- ∞
A (k, t ) eikt dT(k) ( 1)

其中T(k)满足关系式

x ( t ) =∫
∞

- ∞
eiktdT(k) ( 2)

E [dT* (k1 ) dT(k2 ) ] = Sxx (k1 )δ(k2 - k1 ) dk1dk2

( 3)

式中: x ( t )是一平稳随机过程 ,其自谱为 Sxx (k) ;δ

代表狄拉克函数 ; A (k, t )为确定性慢变调制函

数 ,由于 A (k, t )包含了振动能量随频率分布的非

平稳性 ,也称为非均匀调制函数 . 如果假定 A (k,

t ) = g ( t ) ,即只考虑强度非平稳 ,则式 ( 1)简化为

f ( t ) = g ( t )∫
∞

-∞
eikt dT(k) = g ( t ) x ( t ) ( 4)

其中 g ( t )为均匀调制函数
[3～ 5 ]

.

结构受地面加速度激励时的运动方程为

My
  

( t ) + Cy
 

( t ) + Ky ( t ) = - ME x
  

g ( t ) ,

y ( 0) = y
 

( 0) = 0 ( 5)

若 x
  

g ( t )采用非均匀调制演变随机模型来表示 ,则

按照虚拟激励法 ,如取

x
  

g ( t ) = A (k, t ) Sxx (k) eikt ( 6)

　　



就可将方程 ( 5)的随机振动问题转化为下列确定

性振动问题来求解 . 将式 ( 6)代入 ( 5) ,得

My
  

( t ) + Cy
 
( t ) + Ky ( t ) = - ME A (k, t ) ×

Sxx (k) e
ikt
, y ( 0) = y

 
( 0) = 0 ( 7)

在初始条件 y ( 0) = y
 

( 0) = 0下对方程 ( 7)进行

逐步积分 ,得到各种响应量的离散数值解 ,则响应

量的功率谱为

　 Syy (k, t ) = y
* (k, t ) y (k, t ) = |y (k, t )|2 ( 8)

如果 x
  

g ( t )可表示为下列状态方程形式:

Γ
 
( t ) = AΓ( t ) ,

x
  

g ( t ) = Sxx (k)CΓ( t ) ,Γ( 0) = Γ0 ( 9)

则可将方程 ( 9)和 ( 7)合并写成以下的状态方程:

v
 
( t ) = Hv ( t ) , v ( 0) = ( 0　 0　ΓT

0 ) T ( 10)

式中

H =

0 I 0

- M
- 1
K - M

- 1
C - Sx x (k)EC

0 0 A

,

q( t ) =

y ( t )

y
 
( t )

Γ( t )

( 11)

式 ( 10)的解为

v ( t ) = eHt
v0 ( 12)

其中 v0 = v ( 0) .

对给定的时间步长 Δt ,有

v (Δt ) = v1 = Tv0 , T = eHΔt ( 13)

以及递推的逐步积分公式

v1 = Tv0 , v2 = Tv1 ,… ,vk+ 1 = Tvk ,… ( 14)

问题归结为精细地计算 eHΔt . 由于 v0通常为复数

向量 ,为避免复数运算 ,实际计算时可取 v0为

v0 = ( Re(v0 )　 Im (v0 ) ) ( 15)

其中 Re(v0 )和 Im (v0 )分别为 v0的实部和虚部 .

2　常见非均匀调制演变随机模型

对非均匀调制演变随机模型的研究还比较

少 ,文献 [2]建议了一种指数衰减型非均匀调制

函数

A (k, t ) = U(k, t )g ( t ) = e
- Z

0
kt

k
a
t
a g ( t ) ( 16)

式中: g ( t )为调幅函数 ;U(k, t )为调频函数 ;ka和

ta是为了将k和 t量纲一化而引入的频率与时间

参数 ;Z0为调频因子 . 常见的调幅函数如下:

g ( t ) = 1 ( 17)

g ( t ) =

I0 ( t2 /t21 ) ; 0≤ t ≤ t1

I0 ; t1 ≤ t≤ t2

I0e- c( t- t
2
) ; t≥ t2

( 18)

g ( t ) = r0 ( e- T
1
t - e- T

2
t ) (T1 < T2 ) ( 19)

g ( t ) = e-Ttcos Ut ( 20)

g ( t ) = sinUt ( 21)

g ( t ) = (r 0+ r1 t ) e-Tt ( 22)

g ( t ) = r0e- Tt ( 23)

其中式 ( 18)的 g ( t )为分段函数 . 对于分段函数 ,

需要计算出分界点值作为后一分段的起始值 ,因

此分界点应取为离散时间点 . 下面给出主要的几

种 A (k, t )在方程 ( 9)中的 A、C和Γ0的表达式 ,这

几种 A (k, t )包括了常见的式 ( 17) ～ ( 23)形式的

调幅函数 . 这里假定当 t < 0时 g ( t ) = 0. 引入记

号d=
Z0

kata
,则式 ( 16)可记为 A (k, t ) = e

- dkt
g ( t ) .

( 1)情况 1

A (k, t ) = e- dkt
g ( t ) = e-dkt e-Tt = e-it ( 24)

其中i≡ T+ dk.

A =
0 1

- i2 - k2 - 2i
, C = ( 1　 0) ,

Γ0 =
1

- i
+ i

0

k
( 25)

( 2)情况 2

A (k, t ) = e- dkt
g ( t ) = t

2e- dkt ( 26)

A=

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

- k
6
( 1+ d

2
)
3

- 6dk
5
( 1+ d

2
)
2

- 3k
4
( 1+ d

2
) ( 1+ 5d

2
) - 4dk

3
( 3+ 5d

2
) - 3k

2
( 1+ 5d

2
) - 6dk

,
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C =

1

0

0

0

0

0

T

, Γ0 =

0

0

2

- 6dk

- 12k
2
( 1 - d

2
)

20dk3 ( 3 - d2 )

+

i

0

0

0

6k

- 24dk2

- 20k
3
( 1 - 3d

2
)

( 27)

( 3)情况 3

A(k, t ) = e
-dkt

g ( t ) = e
- dkt

( e
- T

1
t
- e

- T
2
t
) =

e
-i

1
t
- e

- i
2
t

( 28)

其中i1≡ T1+ dk, i2 ≡ T2 + dk.

A =

0 1 0 0

- i2
1 - k2 - 2i1 0 0

0 0 0 1

0 0 - i
2
2 - k

2
- 2i2

,

C =

1

0

- 1

0

T

, Γ0 =

　1

- i1

　1

- i2

+ i

0

k

0

k

( 29)

( 4)情况 4

A(k, t ) = e- dkt
g ( t ) = e-dkt e-Ttcos Ut = e- it co sUt

( 30)

其中i≡ T+ dk.

A =

0 　 1 0 0

- i
2
- (k+ U)

2
- 2i 0 0

0 　 0 0 1

0 　 0 - i
2
- (k- U)

2
- 2i

,

C =

1

0

1

0

T

, Γ0 = 1
2

1

- i

1

- i

+ i

0

k+ U

0

k- U

( 31)

( 5)情况 5

A (k, t ) = e-dkt
g ( t ) = e- dkt sinUt ( 32)

A =

0 1 0 0

- d
2
k
2
- (k+ U)

2
- 2dk 0 0

0 0 0 1

0 0 - d
2
k
2
- (k- U)

2
- 2dk

,

C =

1

0

- 1

0

T

, Γ0 =
1
2

0

k+ U

0

k- U

+ i

- 1

dk

- 1

dk

( 33)

( 6)情况 6

A (k, t ) = e- dkt
g ( t ) = (r 0 + t ) e-dkt e-Tt = (r 0 +

t ) e
-it

( 34)

其中i≡ T+ dk.

A =

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

- (i
2
+ k

2
)
2

- 4i(i
2
+ k

2
) - 6i

2
- 2k

2
- 4i

,

C =

1

0

0

0

T

, Γ0 =

r0

1 - ir0

- 2i+ (i
2
- k

2
)r0

3i2 - 3k2 + 3ik2
r0 - i3

r0

+

i

0

kr 0

2k( 1 - ir0 )

- 6ik+ 3i
2
kr0 - k

3
r0

( 35)

对于其他形式的非均匀调制演变随机模型 ,

如文献 [6 ]提出的分段非均匀调制函数

A (k, t ) =

0; t ≤ t s (k)

I (k)
t
2

[t1 (k) - t2 (k) ]2
;

　　　 ts (k) < t ≤ ts (k) + t1 (k)

I (k) ; ts (k) + t1 (k) <

　　　 t≤ ts (k) + t 1 (k) + T (k)

I (k) e
c(t- t

2
(k) )

;

　　　 t > ts (k) + t 1 (k) + T (k)

( 36)

显然可分段用式 ( 24)和 ( 26)处理 .

3　 e
HΔt
的精细计算

对给定的 Δt ,引入微小时段

f= Δt /m , m = 2
N

( 37)

一般取 N = 20,即f= Δt /1 048 576. 于是

e
HΔt

= [e
Hf

]
m

≈ [I + Hf+ (Hf)
2
/2! +

(Hf) 3 /3! + (Hf) 4 /4! ]m ≡ [I+ Ta0 ]m

( 38)
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其中 Ta0阵是一个小量 . 为避免丧失有效数字 ,采

用递推公式 [7 ]

　Tai = 2Ta, i - 1 + T
2
a, i - 1 ( i = 1, 2,… , N ) ( 39)

可由 Ta0逐次高度精确地算出 Tai ,并得到

e
HΔt

= I+ TaN ( 40)

式 ( 38)、 ( 39)和 ( 40)便是 e
HΔt
的精细计算公

式 . 精细积分是一种 2
N
类算法 ,可在较少计算量

的情况下达到任意给定的计算精度 .

在式 ( 38)和 ( 39)中 ,利用 H的特点 ,采用分

块矩阵计算可大大提高计算效率 .

4　算　例

例 1　 JZ20-2MUQ平台是 JZ20-2油气田工

程的生活动力平台 ,位于渤海辽东湾北部 ,见图

1. 平台结构部分参数为钢材的弹性模量 E= 210

MPa ,泊松比ν= 0. 3,质量密度d= 7 800 kg /m
3
.

平台上的全部质量平均加在顶层横梁的 4个节点

上 (每个集中质量块质量为 400 t ) . 平台有 240个

自由度 ,基频为 5. 47 rad /s,各阶模态阻尼比皆取

为 0. 04. 平台受沿 x方向的水平地面加速度 x
  

g ( t )

的激励 ,非均匀调制函数取为

A (k, t ) = U(k, t )g ( t ) = e
- Z

0
kt

k
a
t
a g ( t ) ( 41)

图 1　平台模型简图

Fig . 1　 Schematic o f platfo rm model

式中: U(k, t )为调频函数 ;调幅函数

g ( t ) =

t
2 /t 21; 0≤ t≤ t1

1; t 1≤ t≤ t2

e- c( t- t
2
) ; t ≥ t2

( 42)

其中 t 1= 8. 0 s, t2 = 20. 0 s,c= 0. 157 2. x
  

g ( t )的

自谱密度取如下形式:

Sxx (k) =
1+ 4a2

g (k/kg ) 2

[1 - (k/kg )
2
]
2
+ 4a

2
g (k/kg )

2S0

( 43)

所用的参数为kg = 15. 0 rad /s, ag = 0. 65, S0 =

4. 65× 10
- 4

m
2
/s

3
. 计算 t∈ [0, 40 ] s区间所有节

点位移方差 . 取 k∈ [0, 50] rad /s,Δk= 0. 05

rad /s,时间步长 Δt = 1. 0 s.

由于ka和 ta可以任选 ,有意义的是值
Z0

kata
. 记

d=
Z0

kata
(d≥ 0) ,取不同d值时平台端帽处的水平

位移时变方差见图 2. 从图中看到 , d值大小对时

变方差有显著影响 . 随着d值增大时变方差不仅

数值上明显减小 ,而且其发生最大值的时间也大

大提前 . 这可由调频函数U(k, t ) = e
- Z

0
kt

k
a
t
a的形式

得到解释 . 调频函数不仅使响应的高频成分加速

衰减 ,而且使响应的长时间成分加速衰减 . 图 3

为平台端帽处的水平加速度时变方差 . 可以看

到 ,d值对加速度的影响与位移大致相同 .

图 2　 平台端帽处的水平位移时变方差

Fig . 2　 Time-dependent va riance of ho rizontal

displacement at the top of pla tform

图 3　平台端帽处的水平加速度时变方差

Fig . 3　 Time-dependent va riance of ho rizontal

accele ration at the top o f platfo rm

　　为了比较计算效率 ,对于d= 0的情况 ,本文

也采用 HPD-M格式
[8 ]
进行了计算 . 两种计算方
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法的结果相同 ,但计算效率不同 . HPD-M方法整

个计算过程需 5 877 s,而本文方法只需 2 525 s,

仅为 HPD-M方法所需时间的 43% . 对于 d≠ 0

的情况 ,本文方法所需计算时间不变 . 由于没有

相应的 HPD-M格式 ,无法比较d≠ 0时两种方法

的计算效率 .

例 2　 在图 4所示的飞行器结构中 ,m = 20

kg ,k = 4 000 N /m ,阻尼阵 C = TM+ UK , T=

0. 01, U= 0. 015. 质量 m上作用有垂直向上的喷

气推力 f ,它由平均值和非平稳随机分量两部分

组成 . 由于平均值部分为确定性动力问题 ,这里

只讨论其非平稳随机分量部分 . 仍采用式 ( 41)的

A(k, t )形式 ,但调幅函数 g ( t )和 f ( t )的自谱密

度 Sf f (k)分别取为

g ( t ) = ( 1+ 0. 2t ) e
- 0. 2t

( 44)

S f f (k) = S0 = 0. 15 ( 45)

结构的两个模态为

模态 1(刚体模态 ): k1 = 0, φ1 = ( 1　 1) T;

模态 2: k2 = 3k /m , φ2 = ( 1　 - 2)
T

图 4　具有刚体模态的两自由度体系

Fig. 4　 Tw o DOF sy stem with one rigid body mode

　　本例无相应的 HPD-M格式求解 ,因此无法

比较两种方法的计算效率 . 对于本例刚度阵为奇

异的情况 ,采用本文方法求解比较方便 . 因为该

方法仅涉及矩阵乘法 ,不会发生求逆困难或病态

的情况 . 计算 t∈ [0, 400 ] s区间的位移方差 . 取

k∈ [0, 200] rad /s,Δk= 0. 05 rad /s,时间步长

Δt = 1. 0 s. 刚体位移时变方差曲线见图 5. 由于

刚体位移比弹性相对位移大几个数量级 ,在图 5

中 y1和 y2是重合的 . 图 6为弹簧力的时变方差 .

从图 5和图 6中还可以看到d值大小对刚体位移

时变方差的影响和对弹簧力时变方差的影响程度

是不同的 ,很明显对前者的影响比对后者的影响

小得多 .

图 5　刚体位移的时变方差

Fig . 5　 Time-dependent v ariance o f rigid body

displacement

图 6　弹簧力的时变方差

Fig . 6　 Time-dependent v ariance of spring fo rce

5　结　论

本文给出了一个精确、高效求解结构非平稳

随机振动响应的计算方法 . 该方法总是得到精确

的响应谱值而与时间步长的选择无关 . 由于不涉

及矩阵求逆 ,可直接处理具有刚体模态的结构 .

应用该方法对调频函数的研究表明 ,调频函数不

仅可使响应的高频成分加速衰减 ,同时也使响应

的长时间成分加速衰减 ,从而改变最大响应发生

的时间 . 对于调频函数 ,尚有许多工作要做 ,将另

文探讨 .
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Precise time-integration method with augmented matrix for

structural responses to evolutionary random excitations

ZHANG　Wen -shou* ,　LIN　Jia -hao ,　YU　Xiao ,　LIU　Ting -ting

( State Key Lab . of Struct . Anal . for Ind . Equip . , Dalian Univ . of Technol . , Dalian 116024, China )

Abstract: The research on the responses of st ructures subjected to non-uni fo rmly modulated

evo lutionary random exci tations is perfo rmed. The random excitations are first t ransfo rmed into

pseudo exci tations befo re the non-uni fo rmly modulated evolutiona ry random models are expressed by

sta te space equations. The precise time-integ ra tion scheme with augmented matrix is deriv ed by using

the sta te space expression of the random models and can quickly and precisely compute the

time-dependent pow er spect ral densi ty of structural responses. Comparing wi th the HPD-M forma t,

the present method is more efficient and can be used to deal w ith the st ructures wi th rigid-body modes

since the inverse of a ma trix is av oided. Tw o examples are giv en to show the advantag es of this

method over the HPD-M forma t w hen computing the time-dependent pow er spect ral densi ties o f the

st ructural responses.

Key words: non-stationary random v ibration; ev olution; precise time-integ ra tion; random

exci ta tions; pow er spect rum
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