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摘要: 基于大位移非线性弹性理论的广义变分原理 ,考虑加劲梁轴向压缩应变能和剪切应

变能的影响 ,建立了协作体系斜拉桥空间耦合自由振动的大位移不完全广义势能泛函 ,通过

约束变分导出了协作体系斜拉桥的加劲主梁竖向挠曲振动微分方程 . 同时以金马大桥为例 ,

构造了 T构与斜拉桥协作体系的边界条件 . 求解出的竖向振动方程的解析解 ,与有限元数值

结果对比吻合良好 ,证明了方法的正确性 . 这一方法可为同类型结构的固有振动特性分析提

供参考 .
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　　协作体系桥梁的自由振动特性研究是抗风、

抗震等振动效应研究的基础 [1～ 5 ] .近年来 ,协作体

系以其优美的外形、良好的力学性能以及工程经

济性越来越受到青睐
[6 ]
,因此对协作体系桥的固

有振动性状研究也越来越显得重要 . 目前对于斜

拉桥的自由振动研究大部分工作都是基于有限元

理论的数值解 ,即使有少部分解析理论的研究也

忽略了主梁的转动惯量和横向剪切的影响 [3～ 7 ] .

而对协作体系斜拉桥的空间自由振动解析理论研

究更是少见 ,事实上 ,这种协作体系结构除了与传

统的斜拉桥存在竖向、横向、扭转及纵向振动的耦

合以及主塔振动以外 ,协作体系两边 T构的作用 ,

使得其边界条件区别于传统的普通斜拉桥的边界

条件 ,这会使得其振动频率方程求解变得更加困

难 . 本文基于大位移非线性弹性理论的广义变分

原理 ,考虑加劲梁轴向压缩应变能和剪切应变能

的影响 ,建立大位移不完全广义势能泛函 [ 8] ,得到

竖向挠曲振动非线性微分方程 ,并通过构造协作

体系的边界条件 ,得到竖向振动方程的解析解 ,以

便为同类桥梁的固有振动性状分析提供理论依

据 .

1　大位移不完全广义势能泛函建立

以图 1所示 T构和单塔斜拉桥协作体系结构

为例 ,根据斜拉桥和 T构协作体系的结构特点 ,引

入如下假定:

( 1)所有的材料符合胡克定律 ;

( 2)成桥状态下 ,恒载沿跨度均匀分布 ,斜拉

索呈线状 ;

( 3) 加劲梁视为等截面连续梁 ,不考虑加劲

梁的竖曲线及拱度 ;

( 4) 斜拉索视为是稠密的 ,可以比拟为仅在

斜拉索轴向有抗力的均匀膜 ,不计斜拉索的拉伸 ;

( 5)不考虑塔的扭转变形及轴向压缩变形 ,

仅仅考虑其横向和纵向变位 ;

( 6) 考虑加劲梁在扭转时的翘曲变形 ,但不

考虑断面的畸变 (周边变形 ) ,即假设横隔梁是稠

密的 ,且剪切刚度为无穷大 . (下面公式标注说

明:下标 s代表加劲主梁 , t代表主塔 . )

若记主塔和加劲主梁的应变能分别为 Uce和

Use ,重力势能为 Ug ,动能为 T ,则协作体系斜拉桥

的空间耦合振动问题的大位移不完全广义势能

为 [8 ]



图 1　协作体系斜拉桥的振动变位
Fig. 1　 Vibration defo rmation o f collabo ra ted system cable-stay ed bridge
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( 1)

式中λ为 Lagrange乘子 . U= J p /(J p - J t ) , E1 =

E /( 1 - ν
2
) , Jp为断面的方向性惯性矩 , J t为圣维

南扭转常数 , E为加劲梁的弹性模量 ,ν为泊松比 .

本文不考虑断面的畸变 (周边变形 ) ,即假设横隔

梁是稠密的 ,且剪切刚度为无穷大 . 扭转刚度为

GJ t ,b为桥宽 , dh为加劲梁扭转中心距吊点的竖

向高度 .

2　协作体系的竖向自由振动微分方

程及简化求解
[ 8～ 10]

将泛函C* 分别对 us、vs取变分 ,则加劲主梁

的竖向振动方程为
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事实上各向振动方程在耦合自由振动方程中都占

主导作用 ,若忽略非线性耦合项竖向振动方程为
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则方程 ( 3)变为
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设 v ( x , t ) = v
-( x ) e

ikt
,对方程 ( 4)作时间变量分
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离 ,那么方程 ( 4)简化为一个四阶常系数齐次常

微分方程

A
 4

v
-
s

 x
4 + ( Bk2 - C )

 2
v
-
s

 x
2 - Dk2

v-s = 0 ( 5)

所对应的齐次方程的通解可表达为

v
-
s (x ) = C1ch k1x + C2sh k1x + C3cos k2x +

C4sin k 2x ( 6)

其中
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- (B w

2
- C ) + (Bw

2
- C )

2
+ 4ADw

2

2A
,

k 2 =
(B w

2 - C ) + (B w
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2A

协作体系的斜拉桥在竖向挠曲自由振动时的

边界条件处理见图 2. 其中 KR、 KM分别为两边的

巨型 T构所提供的竖向挠曲变形刚度和弯曲刚

度 .

图 2　协作体系的斜拉主桥和 T构边界条件

Fig. 2　 Boundary condition of collabo ra ted sy stem with cable-sta yed bridge and T-shape rigid str uc ture

　　 x = 0时 ,u-s (x = 0) = C1× 1+ C2× 0+ C3

× 1+ C4 × 0= 0

x = 0时 ,h-s ( x = 0) = C1k1× 0+ C2k 1× 1

- C3k2 × 0+ C4k2 × 1= 0

x = L时 , Q
-
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-
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E I
d
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u
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dx
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dx
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)

则有

C1 (k
2
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-
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2
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K
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2
2cos k2 l - K

-
Mk2sin k 2l ) +

C4 ( - k
2
2 sin k2l + K

-
Mk2cos k2 l ) = 0

将以上 4个边界条件的方程联立构成如下线性齐

次方程组:
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( 7)

如果当 C1、C2、 C3、C4不全为零时 ,振型方程才有

工程意义 ,所以有以下振动频率方程:

通过高斯消元整理后有 C1 = - C3 ,C2 =

-
k2

k1
C4 ,于是

- (k
3
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　　方程 ( 8)就是协作体系的竖向挠曲振动频率 方程 .
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3　算　例

以金马大桥
[6 ]
为例采用非线性搜索方法求

解振动频率方程 . 金马大桥主桥创造性地采用独

塔斜拉桥与 T构协作的这种崭新的结构体系是金

马大桥取得成功设计和施工的关键技术所在 . 独

塔斜拉桥结构首先在施工和设计上都要比双塔斜

拉桥简单经济 ;斜拉桥悬臂端竖向位移受较强的

T 构约束 ,整体体系的水平力主要由斜拉桥主墩

承受 ,由于斜拉桥跨径大 ,主墩必然设计得强大 ,

此外独塔下的主墩基础既要承受全桥拉索传来的

竖向荷载 ,同时抵抗强大的船撞力 ( 12 000 kN )

的要求 ,可谓一举两得的设计 . 协作 T构的运用

使在不增加长边索的情况下加大了主桥的跨径 .

而且这种桥梁结构形式与当地环境也是非常协调

的 . 由于结构对称 ,横载及温度力作用下主塔弯

矩接近于零 ,仅在活载下有较小的弯矩 ,主塔只须

构造配筋 . T构墩设计成柔性也适应了温度变

形 . 采用协作体系的主桥结构布置协调 ,受力合

理 . 但是该体系是否稳定的问题曾经一度引起国

内外一些专家的激烈讨论 . 所谓缆索不稳定体系

是指主梁及索塔连接处视为铰接后的一种虚拟现

象 ,而主梁、塔均为有足够强度的抗弯曲构件 ,因

而结构是稳定的 ,并有足够的刚度 [ 11] . 结构材料

特性和截面特性如下: E = 3. 5× 10
7
k Pa, G=

1. 5× 10
7
kPa,混凝土泊松比 ν= 0. 2, As =

14. 07 m
2
, Isz = 6. 337 4 m

4
,混凝土容重取d= 26

kN /m
3
,边界条件 KR = 0. 422 8× 10

5
kN /m, KM

= 0. 269 17× 108 kN m /rad,L = 223 m代入 A、

B、C、 D、 K
-

M、 K
-

R , A = 2. 218 09× 108 kN  m2 ,B

= 2. 653 kN  m, C = 4. 230 825× 107 kN,

D = 37. 328 51 kN /m, L = 223 m ,K- R =

0. 121 35 /m
3
,K-M = 0. 190 6× 10

- 3
/ ( rad m) ,下

面将本文推导方程的解析解与有限元软件

M IDAS数值解进行比较 ,取前 4阶振型 ,结果见

表 1和图 3.

表 1 本文推导的方程解与有限元数值解计算结果

Tab. 1　 Analy tic so lution and FEM numerica l solution

振型
k/Hz

本文推导公式的解　工程有限元数值解　误差 /%

1阶 0. 288 8 0. 277 7 3. 99

2阶 0. 578 9 0. 561 3 3. 13

3阶 0. 677 4 0. 666 7 1. 07

4阶 0. 732 1 0. 714 5 2. 46

( a )一阶反对称竖弯振型 ( b)一阶对称竖弯振型

( c)二阶反对称竖弯振型 ( d)二阶对称竖弯振型

图 3　前 4阶竖弯振型

Fig. 3　 Four o rders vibra tion modals

4　结　论

( 1)本文考虑压弯耦合效应、剪切变形和扭

转变形的影响建立了协作体系斜拉桥的自由振动

微分方程 ,从基础微分方程可以看出:竖向振动微

分方程为非线性方程 ,忽略非线性项的影响 ,竖向

挠曲振动将不与横向挠曲振动及扭转振动耦合 .

( 2)协作体系斜拉桥与普通斜拉桥的一个显

著区别是在竖向振动方程中 ,协作体体系两端部

有一个竖向的挠曲刚度 K
-

R和一个竖向弯矩刚度

K- M的存在 ,这使得利用边界条件来求解振动方程

变得十分复杂 ;此外在求解振动频率方程的过程

中 ,如果不考虑剪切效应 ,那么主梁的轴向压力会

对振动频率产生一定作用 ,但轴向压力对振动频

率的影响比剪切效应小得多 ,几乎可以忽略 . 此

外 ,在利用非线性搜索求解方程时 ,发现初值的设
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置变化的影响非常敏捷 ,方程的根跳跃非常显著 ,

这也印证了结构的前近百阶振型的频率分布十分

密集 ,与有限元数值解的规律吻合 .

( 3)通过解析解与有限元数值解的比较可以

看出: 解析解普遍大于非线性数值解 ,最大偏差

不超过 5% ,原因是解析解中忽略了非线性项和

耦合项的影响 ,使结构的几何刚度增大 ,频率增

大 . 以上分析表明: 忽略非线性项得到的解析解

可以很好地反映结构的自振特性 ,得到的结论是

可靠的 .
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Theoretical study of vertical free vibration of

collaborated system cable-stayed bridge
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1 ,　ZHU　Wei -zhi

1

( 1. Inst .of Bridge Eng . , Dalian Univ . of Technol . , Dalian 116024, China ;

2.School of Civil Eng . , Dal ian Fisheries Univ . , Dal ian 116023, China )

Abstract: Based on the generali zed potential va ria tional principle o f nonlinear elastici ty theory w ith

la rg e def lection, the incomplete g enerali zed po tential energ y functional wi th large def lection is

established on the space coupling f ree vibra tion o f collaborated system structure by considering the

ef fect of axial compressiv e and shea ring st rain energ y o f stif fening girder. By const raint v ariation, the

di fferential equations o f v ertical v ibration of the stif fening girder o f co llabo rated system cable-stayed

bridge w ere deriv ed. The Golden Horse Bridge w ith T-shape rigid structure and sing le-tow er

cable-stay ed bridge is taken as an example fo r the so lution of v ertical vibration di fferential equation

through the presented bounda ry condition. By comparing wi th fini te element numerical resul ts the

cor rectness o f the method is testi fied, and the method can provide mo re a ttention to the analysis of

f ree v ibration of this kind o f st ructure.

Key words: collabo ra ted system; coupling; f ree vibra tion; functional; generali zed va riation
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