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摘要: 推广了 Lakhtakia和 Berndt等的工作 ,分析了分形 (自相似 )序列的生成规则 ,给出了

二次高斯和所生成的分形序列的标度及维数 . 利用逃逸时间算法 ,构造了广义高斯和的

Mandelbro t-Julia集 ( M -J集 ) ,并从理论上分析了 M -J集的周期性和结构特征 . 结果表明:

M -J集由许多螺旋状的花束构成 ,这种结构在不同水平上嵌套出现 ,体现了明显的自相似分

形特性 ;随指数值增大 , M -J集中的精细花瓣结构增多并趋于复杂 ; J集在 x轴方向上具有周

期性 . 本研究成果有助于理解广义高斯和的动力学性质 .
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0　引　言

20世纪 70年代 ,著名数学家 Mandelbro t根

据 Julia和 Faton所开创的“复动力系统理论”的

思想 ,利用计算机构造并研究了动力 Z平面上的 J

集和参数 C平面上的 M集
[1 ]

. 目前 ,人们已对

M-J集进行了较深入的研究 ,发现其中深藏着规

律性的结构 ,从而丰富了分形理论 [2～ 13 ] . 1989年 ,

Lakhtakia等讨论了分形序列 ,并构造了二次高斯

和的 J集
[14 ]

; 另外 , Berndt、 Takagi、 Kim、 Mbodj、

Zhang、 Aoki和 Meijer等曾对高斯和的性质做了

深入研究 [ 15～ 23] . 在 Lakhtakia和 Berndt等工作的

基础上 ,本文研究广义高斯和的分形序列及其

M-J集 .

1　理论与方法

1. 1　分形序列

分形序列 { f (n ) }可定义为 [15 ]

f (sn ) = s
a
f (n ) (n = 1, 2, 3,… ; f (n )∈ R或 C)

( 1)

式中: 正整数 s > 1,称为 { f (n ) }的标度 ;实数 a >

0,称为 { f (n ) }的分形维数 . 若 f (n) ≠ 0,则有

a = lg [ f (sn ) /f (n ) ] /lg (sn /n )

　　　

　　序列 { f (n ) }的生成规则如下: ( i ) f ( 1)或

f (s ) ; ( ii ) f (m ) (m = 2, 3, 4,… , s - 2, s - 1) ;

( iii ) f (m ) [m > s , (m , s ) = 1 ]. 以上这些元素为

可数无穷多个 . 由式 ( 1)可得 f ( 1)与 f (s )的关系

为

f (s ) = s
a
f ( 1)

另外 ,若 m < s ,即 m ( mod s ) = m ,元素 ( ii )不能

由式 ( 1)确定 ,必须独立给出 . 若 m与 s为互质

数 ,即 m和 s的最大公因子为 1,则元素 ( iii )不能

由式 ( 1)生成 ,也必须独立给出 . 但对于任给 n >

s且 s是 n的一个因子 ,则 f (n )可由式 ( 1)来确定 .

将元素 ( i) ～ ( iii)作为初值 ,由式 ( 1)即可生

成序列 { f (n ) }
[24 ]

. 一个标度 s = 2,维数 a =

lg3 /lg2的分形序列为

1, 3, 5, 9, 11, 15, 19, 27, 29, 33, 37, 45, 49,

57, 65, 81, 83, 87, 91, 99, 103, 111, 119,

135, 139, 147, 155, 171, 179, 195, 211, 243,

…

另一个标度 s= 3,维数 a= lg6 /lg3的分形序列为

1, 3, 6, 8, 12, 18, 21, 27, 36, 38, 42, 48, 52,

60, 72, 78, 90, 108, 111, 117, 126, 132, 144,

162, 171, 189, 216, …



1. 2　广义高斯和及其分形序列

双指数二次高斯和定义如下:

　h( p, q) = ∑
r= 0, 1, 2,… ,q- 1

exp [2πi( p /q)r 2 ] ( 2)

其中 i= - 1, p和 q是正整数 [18 ] . 若 p = 1, 3,

5,… ,q = 16, 32, 64,… ,则有

h( p ,q) = 2h(p ,q /4) ( 3)

成立
[15 ]

. 又当 p为奇数时 ,由式 ( 2)可求出 h( p,

1) = 1和h( p, 2) = 0
[15 ]

. 这样由式 ( 3)即可生成

分形序列族 { f p ( q) } (q = 1, 2, 3,… ) ,参数 p确定

了族内序列的种类 . 其中 p类分形序列为

f p ( 1) = ( 1+ ip ) ,

f p ( 2) = ( 2ip- 1 ) ( 1+ i ) ,

f p ( 4k ) = h( p, 4k ) (k = 1, 2, 3,… ) ,

f p ( 4k+ 1 /2 ) = h( p, 4k+ 1 /2 ) (k = 1, 2, 3,… ) ,

f p (q) = 0(q取其他值 )

由上述序列知 f p ( 4) = h( p , 4) , f p ( 16) = h( p,

16) ; 又由式 ( 3)知 h( p , 16) = 2h(p , 4) . 故有

f p ( 16) = 2f p ( 4) . 由式 ( 1)可知该分形序列族的

标度 s= 4,维数 a= 0. 5. 另外 ,|f p (q)|的值与参

数 p无关 [ 15] .

分形序列 { fN (q ) }可以利用恒等式

h( 1, 2qN ) = ( 1+ i ) 2qN (N > 0,q≥ 2)

来确定 [1 5] , 其标度 s = 2, 维数 a = lg (h( 1,

2qN ) /h( 1, 2q- 1
N ) ) /lg ( 2qN /2q- 1

N ) = lg 2 /

lg2 = 0. 5.

上述分形序列中 p和 q皆为正整数 ,故这些

序列不像 Collatz序列 ( 2n+ 1)具有复杂形式 [17 ] .

近年来 ,一些学者研究了二次高斯和 [20 ]

SL (f) = ∑
r= 1, 2,… , l

exp( iπfr
2
) (f∈ R)

并证明了

Sq ( 2 /q) = h( 1,q)

若 p∈ C,则由式 ( 2)可定义广义高斯和

F (z ; q,c ) = c+ ∑
r= 0, 1, 2,… ,q- 1

exp( 2πizq
- 1
r

2
)

(z ,c∈ C) ( 4)

广义高斯和 ( 4)可生成更复杂的分形序列 . 式 ( 4)

又可进一步推广为

F (z ; q,n ,c) = c+ ∑
r= 0, 1, 2,… , q- 1

exp( 2πiz q- 1
r
n )

(n∈ R) ( 5)

还可给出式 ( 5)的更广义形式

F (z ;T,n,c ) = c+∫
T

0
exp [2πiz (T+ 1)

- 1
r
n

]dr

(T> 0且T∈ R) ( 6)

2　实验与结果

选取逃逸半径 R = 20、逃逸时间限制 N =

200,利用逃逸时间算法作者绘制了放大倍数U不

同的式 ( 4) ～ ( 6)的 M-J集 (图 1～ 5) . 其中白色

为稳定区 ,黑色为逃逸区 . 观察图 1,由图 1(a )和

其局部放大图图 1( b)可见式 ( 4)的 J集由许多螺

旋状的花束构成 ,其中较大花瓣上生长着较小花

瓣 ,较小花瓣上又生长着更小花瓣… ,这种结构

在不同水平上嵌套出现 , J集的整体与局部放大

图非常相似 ,体现了明显的自相似分形特性 ;且随

q值增大 , J集中的精细花瓣结构增多并趋于复杂

(图 1( b)、图 1( e)和图 1( g ) ) . 观察图 2～ 5,还可

看到式 ( 4) ～ ( 6)的 M-J集也都具有上述的分形

结构特征 .

性质 1　式 ( 4)和式 ( 5)的 J集在 x轴方向上

具有周期性 .

证明　若令 z = x + iy ,则由式 ( 4)有

F( z; q,c ) = c+ ∑
r

exp [ 2πi( x + iy ) q
- 1

r
2

] = c+

∑
r

exp( - 2πyq
- 1

r
2
) [cos( 2πq

- 1
r

2
x ) +

isin( 2πq
- 1

r
2
x ) ]

可见在动力 ( x , y )平面的 x轴方向上 F (z ; q,

c)是周期为 2π /2πq
- 1
r

2
= q /r

2
的函数 ,即式 ( 4)

的 J集在 x轴方向上应具有周期性 (图 1( a)、图

1( c)、图 1(d)和图 1( f ) ) . 同理可证式 ( 5)的 J集

在 x轴方向上也具有周期性 .

由于式 ( 6)不能直接积分求出解析表达式 ,

根据幂级数展开式可知

F (z ;T,n ,c) = c+∫
T

0
( 1+ ∑

∞

m= 1

{ [2πiz (T+

1)- 1
r
n ]m /m! }dr = c+ T+

∑
∞

m= 1

( 2πiz )mTmn+ 1

(T+ 1)m (mn + 1)m!
( 7)

由式 ( 7)构造 M -J集 ,涉及到 m值的选取 . m

值取得过小 ,得到的 M-J集不准确 ; m值取得过

大 ,构造 M -J集又需较长时间 . 为此 m值的选取

是经过多次试算 ,发现所得 M -J集的结构趋于稳

定时得到的 . 本文取 m = 100. 另外 ,式 ( 7)为非

周期函数 ,故其 J集在 x轴方向上不具有周期性

(如图 5所示 ) .
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( a) c = 0, q = 2, U= 20 ( b) c = 0, q = 2, U= 200 ( c) c= 0. 1+ 0. 1i, q = 2, U= 50 ( d) c = 0, q = 3, U= 50

( e) c= 0, q = 3, U= 200 ( f) c = 0. 1+ 0. 1i , q = 3, U= 50 ( g ) c= 0, q = 4, U= 200 ( h) c = 0, q = 4, U= 500

图 1　广义高斯和式 ( 4)的 J集

Fig. 1　 The J sets of g ene ralized Gauss sums Eq. ( 4)

( a) q = 2, U= 8 ( b) q = 2, U= 200 ( c) q = 2, U= 1 000 ( d) q = 3, U= 5

( e ) q = 3, U= 200 ( f ) q = 3, U= 1 000 ( g) q = 4, U= 200 ( h) q = 4, U= 1 000

图 2　广义高斯和式 ( 4)的 M集

Fig. 2　 The M sets of g enerali zed Gauss sums Eq. ( 4)
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图 3　广义高斯和式 ( 5)的 J集

Fig . 3　 The J sets o f g ener alized Gauss sums Eq. ( 5)

图 4　广义高斯和式 ( 5)的 M集

Fig. 4　 The M sets of g eneralized Gauss sums Eq. ( 5)
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( a) J集 ,c= 0,n = 2. 5,T

= 0. 8,U= 8

( b) J集 ,c= 0, n = 2,T=

1,U= 10

( c) M集 ,n = - 2. 5,T=

0. 8,U= 0

( d) M集 , n = 2,T= 0. 5,

U= 10

图 5　 广义高斯和式 ( 6)的 M -J集

Fig . 5　 The M -J se ts o f gener alized Gauss sum s Eq. ( 6)

3　结　语

本文推广了 Lakhtakia和 Berndt等的工作 ,

分析了分形序列的生成规则 ,给出了二次高斯和

所生成的分形序列的标度及维数 . 利用逃逸时间

算法构造了广义高斯和的 M-J集 ,并从理论上分

析了 M -J集的周期性和结构特征 .

伟大的数学家高斯曾断言“数论是数学的皇

后” ,而广义高斯和在数论中占有重要的地位 . 目

前 , 广义高斯和在许多领域中得到了广泛应

用 [25 ] . 可以期待 ,伴随着分形学的发展 ,研究广义

高斯和量与形的新的数学工具也将伴之而生 ,从

而可能改变这个数学皇后的面貌!
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Research on generalized Gauss sums

fractal sequences and their M-J sets

WANG　Xing -yuan
* ,　CHANG　Pei -jun

( School of Electr . and Inf . Eng . , Dalian Univ . of Technol . , Dalian 116024, China )

Abstract: The studies brough t fo rwa rd by Lakh takia and Berndt , et al . a re ex tended. The form

rules of the f ractal sequences ( self-similar) and the scale and dim ension of f ractal sequences generated

by quadra tic Gauss sums a re presented. The generali zed Mandelbrot-Julia sets ( M-J sets) of

g enerali zed Gauss sums a re const ructed by the escape-time alg o ri thm and the periodici ty and structure

o f them are analy zed in theory. The result show s the fo llowing phenom ena: The M -J sets consist of

m any spiry bouquets, such overlapping embedm ent structure appea rs at di fferent lev els, and i t show s

self-simi lar fractal characteristic. The fine bouquet st ructure g row s and gets com plicated w ith the

increase of exponent. The J sets are periodic on x -axis. The research can contribute to the

com prehension o f dynamics of generali zed Gauss sums.

Key words: fractal sequences; g enerali zed Gauss sum s; M-J sets; periodici ty
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