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一种基于弱模糊相似关系的广义粗糙集
田 　宏 1, 2 ,　王 秀坤* 1

( 1.大连理工大学 电子与信息工程学院 , 辽宁 大连　 116024;

2.大连交通大学 软件学院 , 辽宁 大连　 116028 )

摘要: 粗糙集理论是建立在等价关系的基础上发展起来的 ,但等价关系性质的应用领域是

有限的 ,等价关系不能对现实世界中的元素关系给出客观的描述 . 为此提出用模糊相似关系

和弱模糊相似关系的概念来代替等价关系 ,同时引入了弱模糊相似关系的相似度概念和相似

类概念 ,定义了基于弱模糊相似关系的广义粗糙集及标准的广义粗糙集上下近似 ;研究了两

对上下近似算子的性质 ,讨论了 3种粗糙隶属函数的性质并验证了它们的性质 .
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0　引　言

粗糙集理论是一种分析不确定和模糊数据的

新的数学理论 ,最初由 Paw lak于 1982年提出
[1 ]
.

它在许多数据挖掘和知识发现领域发挥了重要的

作用 . 在机器学习、知识发现、决策分析、专家系

统、分类、数据的模式发现、模式识别、数据冗余和

许多其他领域 ,粗糙集理论均提供了一种十分有

效的数学方法和工具
[2 ]
.

经典的粗糙集理论是建立在等价关系基础之

上 ,研究不精确边界集合的理论 . 粗糙集是由一

对上下近似来描述的 ,根据两个从论域中给出的

精确集合来近似描述 [ 3] . 等价关系的确在现实中

比较普遍 ,但是在实际处理问题时遇到的很多关

系都不满足这种严格的等价性 . 考虑一个相似关

系或相容关系 ,而不是等价关系 ,如此的关系表达

是一种比较弱的不分明形式 ,而自反性对于表示

任意一种不分明性或相似性的形式似乎都是相当

必要的 ,其他对称性和传递性都是可以放宽的 .

本文的主要目的是通过引入弱模糊相似关系

和相似度来扩展经典的粗糙集 . 本文提出的粗糙

集可以被看做是相似粗糙集的推广 [ 4] .

1　弱模糊相似关系

假设给定一个有限非空的个体集合 U,考虑

　　

U上的一个相似关系 ,它表示相似性的某种形式 .

相似关系定义如下:

定义 1　一个模糊相似关系映射为 s: U× U

→ [0, 1 ],对任意 x , y , z∈ U满足如下性质

(a )自反性: s (x , x ) = 1

( b)对称性: s (x , y ) = s (y ,x )

(c) 传递性: s (x , z )≥ max
y∈ U

min [s (x , y ) ,s (y ,

z ) ]

定义 2　一个弱模糊相似关系映射为 S: U×

U→ [0, 1 ] ,对任意 x , y , z ∈ U满足如下性质

(a )自反性: S (x ,x ) = 1

( b)对称性: 如果 S (x , y ) > 0那么 S ( y , x )

> 0

(c) 传递性:如果 S ( y ,x )≥ S (x , y ) > 0,并

且 S (z , y )≥ S (y , z ) > 0,那么 S (z ,x )≥ S (x , z )

定义 3　相似度:设 _ x和_ y是一个论域 U中

的任意两个对象 x和 y分别对应属性集合 A的属

性值的集合 . 论域中的 x与 y的相似度 R ( x , y )

→ [0, 1]满足如下性质:

R ( x , y ) =
∑
a∈ A

_ x (a )∩ _ y (a )

∑
a∈ A

_ x (a )



　　引入相似度之后的关系就已经不是传统意

义上的相似关系了
[5 ]
. 相似度这个概念能客观有

效地反映对象之间相似的程度 ,其反映了对象 x

相似于 y的程度 ,x 与 y相似是有方向的 ,例如 ,

“儿子像他的父亲” ,其中儿子是 x ,父亲是 y ,它不

等价于“父亲像他的儿子” . 相似关系至少在某些

情况下不强调对称性 ,在更多的情况下也不强调

传递性 .

例 1　已知二进制信息表 1,其中的对象的集

合为 U = { x1 ,… ,x 10} , 8个属性的集合描述为 A

= {a1 ,… ,a8} . 对于前 3个对象 ,有 x 1 = {a4 ,a5 ,

a7 ,a8} ,x 2 = {a1 ,a5 } , x3 = {a1 ,a3 ,a5 ,a7 }.

　　根据相似度的定义有如下结果:

R ( x 1 , x2 ) =
1
4
, R( x 2 , x1 ) =

1
2

R ( x 1 , x3 ) = 2
4
, R( x 3 , x1 ) = 2

4

R (x 2 , x 3 ) =
2
2
= 1,R ( x3 ,x 2 ) =

2
4

表 1　二进制信息表
Tab. 1　 Bina ry information table

a 1 a2 a3 a4 a5 a 6 a7 a8

x1 0 0 0 1 1 0 1 1

x2 1 0 0 0 1 0 0 0

x3 1 0 1 0 1 0 1 0

x4 1 0 0 0 0 1 1 0

x5 0 0 1 0 1 0 1 1

x6 0 0 0 1 0 0 1 1

x7 0 1 0 1 1 0 0 1

x8 1 0 0 1 0 0 1 0

x9 0 0 1 0 1 1 0 1

x10 1 0 0 1 0 1 0 0

2　广义粗糙集近似

从弱模糊相似关系和相似度出发 ,基于论域

的粗糙集概念被推广 .

定义 4　相似类:设 U是一个非空论域 , R是

论域 U上的弱模糊相似关系 . 对于任意元素 x ∈

U, C
T
s (x )和 C

T
p (x )被分别定义为与元素 x相似的

个体 y的相似类和元素 x相似于个体 y的相似类 ,

对于给定相似度T∈ [0, 1] ,有如下公式

C
T
p (x ) = { y∈ U|R ( y , x )≥T}

C
T
s ( x ) = { y ∈ U|R (x , y )≥T}

根据相似类的定义 ,可以用相似类代替等价

类 ,能够分别构造论域中的两个覆盖 {C
T
p (x )|x ∈

U}和 {CTs ( x )|x ∈ U } . 通过扩展经典的粗糙集 ,

得到两对广义粗糙集近似 .

定义 5　对任意 X U, 定义两对广义粗糙

集近似:

( 1)基于元素的广义粗糙集近似

apr
T
e (X ) = { x ∈ U|CTp (x ) X }

apr
T
e (X ) = { x ∈ U|CTp (x ) ∩ X ≠ }

( 2)基于相似类的广义粗糙集近似

apr
T
c ( X ) = ∪ {CTp ( x )|CTp (x ) X , x ∈ U }

apr
T
c ( X ) = ∪ {CTp (x )|CTp (x )∩ X≠ , x ∈ U }

在定义 5( 1)中 ,下近似由那些在 U中相似类

包含于 X的元素组成 ,上近似由那些在 U中相似

类与 X相交的元素组成 . 在定义 5( 2)中 ,下近似

是所有包含于 X的相似类的并集 ,上近似是所有

与 X相交的相似类的并集 . 这些相似关系可以表

示如下:

a pr
T
e (X ) apr

T
c ( X ) X apr

T
e ( X ) a pr

T
c (X )

上下近似的差被称为 X的边界区域:

BN
T
e ( X ) = apr

T
e (X ) - apr

T
e (X )

BN
T
c ( X ) = apr

T
c (X ) - apr

T
c (X )

同理 ,可以利用覆盖 {C
T
s ( x )|x ∈ U }定义粗

糙集近似 .
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( pe6)和 ( pe7)说明非空集合 X U的上下近似

分别等于 U和 ,性质 ( pe8)说明T的值越大则下

近似也越大 ,而上近似越小 . 性质 ( pe9)指出近似

算子关于集合包含的单调性 .

同理 ,定义 5( 2)中的上下近似算符 (apr
T
c ,

apr
T
c )也生成两个一元集合算子 . 满足性质同上 .

3　广义粗糙隶属函数

文献 [7]指出 ,至少存在两种观点解释粗糙

集理论 ,分别基于算子的观点和基于集合的观点 .

在上章中讨论了广义上下近似算子 ,在本章中给

出基于集合观点的粗糙隶属函数的定义 .

利用定义 5中论域的覆盖 ,扩展粗糙隶属函

数并得到 3个广义粗糙隶属函数 .

定义 6　对任意 X U ,T∈ ( 0, 1 ] ,定义如下

3种粗糙隶属函数:

_
m
X ( y )

T
= min

|C
T
p ( x )∩ X|

|C
T
p ( x )|

x ∈ U , y ∈ C
T
p (x )

_
M
X ( y )

T
= max

|C
T
p ( x )∩ X|

|C
T
p ( x )|

x ∈ U , y ∈ C
T
p ( x )

_
*
X ( y )

T
= avg

|C
T
p ( x )∩ X|
|C
T
p ( x )|

x ∈ U , y ∈ C
T
p ( x )

它们分别为最小、最大和平均粗糙隶属函数 .

广义粗糙隶属函数的定义参考文献 [8]. 文

献 [9]提出了对用覆盖定义近似算子的解释 . 最

大、最小和平均的等式可以被看做在定义粗糙隶

属函数中的最乐观、最悲观和平均的观点 . 元素 y

的最小粗糙隶属函数由集合 C
T
p (x )与 X的最小的

交集决定 ,最大的粗糙隶属函数由集合 C
T
p (x )与

X的最大的交集决定 ,平均粗糙隶属函数取决于

所有集合 C
T
p (x )与 X 的交集的平均值 ,其解释为

avg { 0. 3, 0. 4, 0. 5} = 0. 4.

三种粗糙隶属函数的关系由下式表示:

_
m
X (y )

T
≤ _

*
X ( y )

T
≤ _

M
X (y )

T

根据T的取值 ,可以定义一系列粗糙隶属函

数 . 对任意 X , Y U ,最大、最小和平均粗糙隶属

函数满足如下性质:

( pr 0) _ m
U ( x )T= _*U ( x )T= _ M

U (x )T= 1

( pr 1) _ m
 (x )T= _* (x )T= _ M

 (x )T= 0

( pr 2) [ x ∈ U , y∈ R
T
p (x ) z∈

R
T
p (x ) ] [_mX ( y )T= _mX (z )T,_*X (y )T=

_*X (z )T,_ M
X (y )T= _ M

X (z )T ]

( pr 3) x ∈ U ,y , z∈ R
T
p (x ) [ (_

m
X (y )

T
≠

0 _
m
X (z )

T
≠ 0) , (_

m
X (y )

T
= 1 _

m
X (z )

T
=

1) ]

( pr4) y∈ X _ m
X ( y )T> 0

( pr5) _ M
X ( y )T= 1 y∈ X

( pr6) X  Y [_mX ( y )T≤ _ m
Y ( y )T,_*X ( y )T≤

_
*
Y ( y )

T
,_

M
X ( y )

T
≤ _

M
Y ( y )

T
]

( pr7) X ≠  _ m
X (x ) 0 = _*X (x ) 0 = _ M

X (x ) 0 =

|X|
|U|

= P (X )

性质 ( pr0)和 ( pr1)说明了边界性质 ,也就是

说 ,对于 U和 ,对所有元素最大、最小和平均粗

糙隶属函数具有相同的值 ,分别是 1和 0. 性质

( pr2)和 ( pr3)表明在同一个覆盖中的两个相似

元素具有相似的粗糙隶属函数 . 性质 ( pr4) 和

( pr5)说明了 X 中元素的隶属函数值的约束性

质 . 性质 ( pr6)说明了近似算子关于部分包含的

单调性 . 当 T设为 0时 ,论域的覆盖为 U,在这种

情况下 ,在 X中的元素粗糙隶属函数的值等于 X

的概率值 ,性质 ( pr7)中显示 .

4　一个说明例子

用给出的二进制信息表 1来举例说明以上的

概念 ,设T为 0. 6. 根据定义 3、 4和 5,可以得到所

有元素的相似类如下所示:

　　　 R
0. 6
p (x 1 ) = {x 1 , x 5 , x6 ,x 7 }

　　　 R
0. 6
p (x 2 ) = {x 2 , x 3}

　　　 R
0. 6
p (x 3 ) = {x 3 , x 5}

　　　 R
0. 6
p (x 4 ) = {x 3 , x 4 , x8 ,x 10 }

　　　 R
0. 6
p (x 5 ) = {x 1 , x 5 , x9 }

　　　 R
0. 6
p (x 6 ) = {x 1 , x 5 , x6 ,x 7 ,x 8}

　　　 R
0. 6
p (x 7 ) = {x 1 , x 7}

　　　 R
0. 6
p (x 8 ) = {x 1 , x 3 , x4 ,x 6 ,x 8 , x 10}

　　　 R
0. 6
p (x 9 ) = {x 5 , x 9}

　　　 R
0. 6
p (x 10 ) = {x 4 , x 10}

考虑一个对象集合:

X = { x1 ,x 3 ,x 5 , x 7 , x9 }

根据定义 6得到 X的粗糙近似为

a pr
0. 6
e ( X ) = {x 3 ,x 5 , x 7 , x9 }

a pr
0. 6
e ( X ) = {x 1 ,x 2 , x 3 , x4 ,x 5 ,x 6 , x 7 , x8 ,x 9 }

a pr
0. 6
c ( X ) = {x 1 ,x 3 , x 5 , x7 ,x 9 }

a pr
0. 6
c ( X ) = {x 1 ,x 2 , x 3 , x4 ,x 5 ,x 6 , x 7 , x8 ,x 9 ,x 10}

X的粗糙边界为

　　　BN
0. 6
e (X ) = {x 1 , x2 ,x 4 ,x 6 , x 8}

　　　BN
0. 6
c (X ) = {x 1 , x2 ,x 4 ,x 6 , x 8 , x10 }

对于一个元素 x 6 ,它属于 3个相似类: R0. 6
p (x 1 )、

R
0. 6
p (x 6 )和 R

0. 6
p (x 8 ) . 有

289　第 2期　　 田　宏等: 一种基于弱模糊相似关系的广义粗糙集



|R
0. 6
p (x 1 )∩ X|
|R0. 6

p (x 1 )|
=

3
4

|R0. 6
p (x 6 )∩ X|
|R

0. 6
p (x 6 )|

= 3
5

|R0. 6
p (x 8 )∩ X|
|R

0. 6
p (x 8 )|

=
2
6
=

1
3

由定义 6, x 6的最小、最大、平均隶属函数值

分别给出如下:

_
m
X ( x6 )

0. 6
= min

3
4 ,

3
5 ,

1
3 =

1
3

_ M
X (x 6 ) 0. 6 = max 3

4
, 3
5
, 1
3

= 3
4

_*X (x 6 ) 0. 6 = avg
3
4
,
3
5
,
1
3

=
101
180

5　结　语

一般而言 ,元素之间的关系的传递性是不必

要的 . 对于元素之间的非等价关系 ,在文献 [10 ]

中也可以被看做一种特殊的弱模糊相似关系 .

本文引入了弱模糊相似关系的概念 . 相似度

被用来构造和解释论域的覆盖 . 从相似类引入覆

盖得到了标准的广义粗糙集近似 . 研究了两对上

下近似算子 ,讨论了最大、最小和平均 3种粗糙隶

属函数及其性质 .
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Generalization of rough sets based on weak fuzzy similarity relations

TIAN　Hong 1, 2 ,　WANG　Xiu-kun* 1

( 1.School of Electr . and Inf . Eng . , Dalian Univ . of Technol . , Dalian 116024, China ;

2.Software Inst . , Dal ian Jiaotong Univ . , Dalian 116028, China )

Abstract: Rough set theo ry is developed ba sed on the no tion of equivalence rela tion, but the property

o f equiv alence has limi ted i ts application fields, which may no t prov ide a realistic description of

real-w o rld rela tionships betw een elements. The no tion o f w eak fuzzy simi la ri ty relations, a

g enerali zation of fu zzy simi lari ty relations, is used to represent indiscernibi li ty of elements. At the

same time, the no tions o f similari ty deg ree and simi la ri ty class are presented. All basic concepts o r

rough set theo ry a re ex tended. Upper and low er appro xima tions of generalized rough set are defined

by using simi lari ty class of the univ erse induced by a w eak fuzzy simila ri ty relation. Two pairs of

upper and lower approxima te arithmetic opera to rs are discussed. Three types of rough membership

functions are defined and thei r properties a re examined.

Key words: weak fuzzy similarity relation; similarity deg ree; similari ty class
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