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摘要: 双环网络是计算机互连网络或通讯系统的一类重要拓扑结构 ,其图论模型是指一个

有向图 G(N ; r ,s):每个顶点记为 0, 1, 2,… , N - 1, 并从每个顶点 i发出两条有向边 i→ i +

r( mod N )和 i→ i + s( mod N ) ,其中 r和 s是自然数 ,且 1≤ r≠ s < N . 若 G(N ; r ,s)存在

k紧优双环网络 , G(N ; 1, s)存在 k1紧优双环网络 ,且满足 k1 > k ,称 G(N ; r , s)为非单位步长

双环网络 . 在 L形瓦理论的基础上 ,给出一个求非单位步长双环网络的方法 ,求得两个关于

模型 G(N ; r ,s)的紧优双环网络无限族 ;结合中国余数定理和数论中的素数理论 ,给出一个

求非单位步长双环网络无限族 ( k1 - k≥ 1且 k > 0)的方法 ;作为具体应用 ,求得两个非单位

步长双环网络无限族 (k 1 - k≥ 2且 k > 0) .
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0　引　言

计算机互连网络或通讯系统的拓扑结构可以

用有向图 G来模拟 ,其中 G的顶点表示处理机或

开关元件 , G的有向边表示单向通讯连线 . 网络

有效性的一个重要参数是信息的传输延迟 ,它可

以用图的直径来度量 . 双环网络具有对称性、简

单性和可扩性 ,因而被广泛用于计算机互连网络

或通讯系统的拓扑结构中 . 双环网络的图论模型

是指这样一个有向图 G(N ; r , s ):它的每个顶点记

为 0, 1, 2,… ,N - 1,并从每个顶点 i发出两条有

向边 i→ i+ r ( mod N )和 i→ i+ s ( mod N ) ,其

中 r和 s是自然数 ,且 1≤ r≠ s < N . 若 g. c. d.

(N , r , s ) = 1,则 G(N ; r , s )强连通 ,故存在有限

直径 . 记 G( N ; r , s ) 的直径为 d (N ; r , s ) ,并记

d (N ) = min{d (N ; r , s ): 1≤ r≠ s < N }; d1 ( N )

= min{d (N ; 1, s ): 1 < s < N }. 现在已知的

　　　　　

　　设 Z是非负整数集合 ,对于 k∈ Z,若 d ( N ;

r , s ) = d ( N ) = lb( N ) + k ,d (N ; 1, s ) = d1 ( N )

= lb( N )+ k1 ,则称 G(N ; r , s )为 k紧优 ,称 G( N ;

1, s )为 k1紧优 . 设 N ( t )是一个定义在 Z上的正

整数值函数 , {N ( t ) ; r ( t ) , s ( t )|t∈ Z, t≥ t0}称为

k紧优双环网络的无限族 ,如果对任何 t≥ t0 ,都存

在 s ( t )使得 G(N ( t ) ; r ( t ) , s ( t ) )为 k紧优的 . 本

文提到的 N ( t )、 r ( t )和 s ( t )都是关于 t∈ Z的整

系数多项式 .

若整数 N关于 G( N ; r , s )存在 k紧优双环网

络 ,关于 G(N ; 1, s )存在 k1紧优双环网络 . 对于

绝大多数 N > 0,k= k1成立 ,但存在少数 N ,满足

k 1 > k ,此时 N 称为非单位步长整数 ,称相应的

G( N ; r , s )为非单位步长双环网络 . 有关定义、术

　　



语和记号参见文献 [1、 2 ]. 徐俊明在文献 [1 ]中给

出 3个非单位步长双环网络无限族 (k 1 - k≥ 1且

k = 0) ; Aguilo等在文献 [2 ]中给出一个求非单位

步长双环网络无限族 (k1 - k≥ 1且 k = 0)的方

法 ,并给出若干个非单位步长双环网络无限族 (k1

- k≥ 1且 k = 0) .

本文在文献 [1 ]和文献 [3 ]的基础上 ,结合文

献 [4～ 7 ] ,给出一个求非单位步长双环网络的方

法 ;同时还给出一个求非单位步长双环网络无限

族的方法 ,并求两个非单位步长双环网络无限族 .

1　定义和引理

因为 G( N ; r , s ) 是点对称的 ,所以要研究

G( N ; r , s )的直径只需考查从顶点 0到其他顶点 k

的距离 . 为此 ,在 Descar tes平面直角坐标系中 ,

令 x轴的单位为 r (或 s ) , y轴的单位为 s (或 r ) . 把

第 1象限中的所有格点 (x , y )按下列顺序排成序

列:

( 0, 0) , ( 1, 0) , ( 0, 1) , ( 2, 0) , ( 1, 1) , ( 0, 2) ,… , ( j ,

0) , ( j - 1, 1) ,… , ( j - i , i ) ,… , ( 1, j - 1) , ( 0,

j ) ,…

并且依次在每一格点 (x , y )的右上角的单位方

格内安置一个数 k∈ { 0, 1, 2,… , N - 1} ,其中 k

= x r + ys ( mod N ) . 如果在此之前数 k已出现

过 ,则空出此方格 ,考查下一个格点 ,直到数 0, 1,

2,… , N - 1都出现时为止 .

G( 16; 3, 5)按上述方法得到的构图如图 1所

示 ,其中 N = 16, r = 3, s = 5.

图 1　双环网络 G( 16; 3, 5)

Fig . 1　 Double-loop ne two rk G( 16; 3, 5)

　　已经证明
[8 ]
: 如果 N , r , s满足 g. c. d. (N , r ,

s ) = 1,则由 G( N ; r , s )所确定的 N个方格组成的

构图呈图 2所示的面积为 N个单位的 L形 (也可

能是矩形或正方形 ,例如 G( 15; 1, 3)和 G( 16; 1,

4) )区域 ,记为 L( N ; r , s ) . 易知 ,若数 k位于格点

(x , y )的右上角的方格内 ,则在强连通的 G(N ; r ,

s )中 ,顶点 0到顶点 k的距离是 x + y .

图 2　 L形瓦 L( N ; l ,h , x , y )

Fig. 2　 L-shaped tile L(N ; l ,h ,x , y )

　　定义 1　如图 2所示 ,由 l、 h、 x、 y所确定的面

积为 N个单位的 L形区域称为 L形瓦 ,记为

L(N ; l ,h , x ,y ) ,其中 l、 h、 x、 y都是整数 ,并且规

定 l ,h≥ 2, 0≤ x < l , 1≤ y < h , y < l , x≤ h.

令 D ( L(N ; l ,h ,x , y ) ) = max {h + l′- 2, l + h′

- 2} ,称为 L(N ; l ,h ,x , y )的直径 . 记在面积为

N 个单位的所有 L形瓦中直径的最小值为

D (N ) . 记由 G( N ; r , s )确定的 L形瓦的直径为

D (N ; r , s ) . L = L( N ; l ,h ,x , y )称为紧的 ,如果

D ( L) = lb( N ) ; L称为可被 (r , s )实现的 ,如果存

在一个 G(N ; r , s )使得 L( N ; r , s ) = L( N ; l ,h , x ,

y ) .

根据上述记号和定义可知 ,对任何 G(N ; r ,

s ) ,均有 d (N ; r , s ) = D ( N ; r , s ) ,并且 d ( N ) ≥

D (N ) . 若 G(N ; r , s )是紧优的 ,则它所对应的 L

形瓦一定是紧瓦 . 反之 ,若 L形瓦是紧瓦 ,则不一

定有紧优 G(N ; r , s )与之对应 .

引理 1
[3、 8 ]　 设 I1 ( t ) = [3t2 + 1, 3t2 + 2t ],

I2 ( t ) = [3t2+ 2t+ 1, 3t 2+ 4t+ 1 ] , I3 ( t ) = [3t2

+ 4t+ 2, 3( t+ 1)
2
] . 则对于正整数 T成立 , [4,

3T2 + 6T + 3 ] = ∪
T

t= 1
∪
3

i= 1
I i ( t ) ,并且对每个 i = 1,

2, 3, 若 N ∈ Ii ( t ) ,则 lb(N ) = 3t + i - 2.

引理 2
[ 3、 8]

　设 L= L(N ; l ,h ,x , y )是 L形

瓦 ,若|x - y|≥ z 0≥ 1,则 d ( L(N ; l ,h ,x , y ) ) ≥

3N - 3
4
z

2
0 + 1

2
z 0 - 2.

引理 3
[3、 8 ]　设 N ( t ) = 3t2+ At+ B∈ I i ( t ) ,

L = L(N ( t ) ; l ,h ,x , y )是 L形瓦 ,其中 l = 2t +

a ,h = 2t+ b, x = t+ a + b - j , z = y - x≥

0(或者 y = t+ a+ b - j , z = x - y≥ 0) ,a、b、
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x、 y均为 t的整系数多项式 ,则 L是 k紧的当且仅

当

　　 (a+ b - j ) (a + b - j + z ) - ab +

　　 ( A+ z - 2j ) t + B = 0 ( 1)

对 j = i+ k (k∈ Z)成立 ;且 L可被 ( 1, s )实现的

充分必要条件是 g. c. d. ( y ,h - y ) = 1. 若存在T

和U,使得Ty+ U(h - y ) = 1, 则存在 k紧优双

环网络 G( N ( t ) ; 1, s ) , 其中 s = Tl - U( l -

x ) ( mod N ( t ) ) .

定理 1
[3 ]　关于 a和 b的不定方程

　　　 (a + b - j ) (a + b - j+ z ) - ab+

　　　 ( 6+ z - 2j ) t - 26 = 0

有整数解的必要条件是 H (z , j ) = ( 2j - z )
2
-

3[ j ( j - z ) + ( 6+ z - 2j ) t - 26]可表示成 s
2
+

3m
2
的形式 ,其中 s和 m均为整数 .

下面的引理 4是定理 1的推广 ,引理 4的证明

见文献 [3 ].

引理 4　令 H (z , j ) = ( 2j - z ) 2 - 3[ j ( j -

z ) + ( A+ z - 2j ) t+ B ] ,则关于 a和 b的不定

方程 ( 1)有整数解的必要条件是 4H (z , j )可表

示成 s2+ 3m2的形式 ,其中 s和 m均为整数 .

定理 2
[3 ]　设 n∈ Z,存在 s ,m∈ Z,使得 n =

s
2 + 3m 2的必要条件是若 n有素因子 p = 2或 p

= 5( mod 6) ,则 p在 n的素因子分解中有偶次幂 .

易证素数 p = 2或 p = 5( mod 6)等价于素数

p = 2( mod 3) ,故可得下面的引理 5.

引理 5　设 n、s和 m为整数 ,n = s2+ 3m 2的

必要条件是若 n有素因子 p = 2( mod 3) ,则 p在

其素因子分解中有偶次幂 .

引理 6
[ 1]　若 L= L(N ; l ,h ,x , y )是 L形瓦 ,

N = lh - x y , 则 L可被 (r , s )实现的充分必要条

件是 g. c. d. ( l ,h ,x , y ) = 1, 其中 r (或 s ) = Th+

Uy ( mod N ) , s (或 r ) = Tx+ Ul ( mod N ) , 且满足

g. c. d. (N , r , s ) = 1, T和 U是整数 .

2　一个求非单位步长双环网络方法

先证明下面的定理 3.

定理 3　 设正整数 N = 3t
2
+ At + B ∈

I i ( t ) ,k为任意非负整数 , H (z , j ) = ( 2j - z ) 2 -

3[ j ( j - z ) + ( A+ z - 2j ) t + B ] ,若满足:

( 1) A = 1, 3, 5时 , 3N -
3
4
( 2k + 2) 2 >

3t +
A - 1

2

2

,且当 0≤ z≤ 2k + 1, j = i +

k i = A+ 1
2

时 , 4H (z , j )不能表示成 s2+ 3m2

的形式 ,其中 s和 m均为整数 ;

( 2) A = 2, 4, 6时 , 3N -
3
4
( 2k + 1)

2
>

3t + A - 1
2

2

, 且当 0 ≤ z ≤ 2k , j = i +

k i =
A
2
时 , 4H (z , j )不能表示成 s

2
+ 3m

2
的形

式 , 其中 s和 m均为整数 ;

则 N个结点不存在 k紧优双环网络 .

证明　下面只讨论情况 ( 1) ,情况 ( 2)类似 .

假设 N含 k紧优双环网络 ,则必存在 k紧瓦 L

= L(N ; l ,h , x , y ) . 令 z = |x - y|,则当 z≥ ( 2k

+ 2)时 ,根据引理 2,由 3N -
3
4
( 2k + 2)

2
>

3t + A - 1
2

2

,则

d ( L(N ; l ,h ,x , y ) ) ≥ 3N -
3
4 ( 2k+ 2)

2
+

1
2
( 2k + 2) - 2> 3t+
A - 1

2
+

1
2
( 2k+ 2) -

2= 3t+ i - 2+ k i =
A+ 1

2

根据引理 1, lb(N ) = 3t+ i - 2,故 z≥ ( 2k

+ 2)时 ,不存在 k紧瓦 L= L( N ; l ,h , x , y ) .

当 0≤ z≤ 2k+ 1, j = i+ k时 , 4H (z , j )不

能表示成 s
2
+ 3m

2
的形式 ,故由引理 4相应的关

于 a和 b的不定方程 ( 1) 没有整数解 . 再由引理

3,当 0≤ z≤ 2k+ 1, j = i+ k时 ,亦不存在 k紧

瓦 L = L( N ; l ,h ,x , y ) .

定理得证 .

需要说明的是 ,定理 3只是一个充分条件 .

由引理 3和引理 6,关于 a和 b的不定方程 ( 1)有整

数解 ,其 L形瓦并不总能被实现 ,即并不总能推出

N ( t )存在 k紧双环网络 .

由定理 3,可得如下求非单位步长双环网络

的方法 .

设非负整数 k ,k1 ,且 k < k1 .

步骤 1　 由定理 3,通过计算相应的 4H (z ,

j ) ,可求一集合 S = {N > 4且 N不存在 i紧双环
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网络 ( 0≤ i≤ k - 1或者 k+ 1≤ i≤ k1 - 1) };

步骤 2　在集合 S中 ,使用普通算法验证 S中

每个 N ,容易发现若干非单位步长双环网络 ,即关

于 G( N ; r , s )存在 k紧优双环网络 ,关于 G(N ; 1,

s )存在 k1紧优双环网络 .

下面看两个例子 .

例 1　令 N = 631 098,则 N = 3t2 + At +

B∈ I 2 ( t ) ,其中 t = 458, A = 4, B = - 26.

当 k = 0时 , 易得 3N -
3
4
( 2k + 1)2 >

3t+
A - 1

2

2

,且对于 z = 0, j = 2, t = 458,

H (z , j ) = 82 = 2 41,故有素因子 2 = 2(mod

3) ,其幂次为 1. 由引理 5, 4H (z , j )不能表示成 s2

+ 3m
2
的形式 ,因而不存在 0紧优双环网络 .

当 k = 2时 , 易得 3N -
3
4
( 2k + 1)2 >

3t+
A - 1

2

2

,且对于 0≤ z ≤ 4, j = 4, t =

458,

H ( 0, 4) = 5 590= 5 1 118,故有素因子 5

= 2( mod 3) , 幂次为 1;

H ( 1, 4) = 4 213= 11 383,故有素因子 11

= 2( mod 3) ,幂次为 1;

H ( 2, 4) = 2 838= 2 1419,故有素因子 2=

2( mod 3) ,幂次为 1;

H ( 3, 4) = 1 465= 5 293,故有素因子 5=

2( mod 3) ,幂次为 1;

H ( 4, 4) = 94 = 2  47,故有素因子 2 =

2( mod 3) ,幂次为 1.

由引理 5, 4H (z , j )不能表示成 s2+ 3m 2的形

式 ,因而不存在 2紧优双环网络 .

使用普通算法验证可得 , G( 631 098; 14,

1 347)为 1紧优双环网络 ; G( 631 098; 1, 1 368)

为 3紧优双环网络 . 即 631 098为非单位步长整

数 ,k1 - k = 2. 关于模型 G( N ; 1, s ) ,不存在包含

631 098的 1紧优双环网络无限族 .

对于 z = 1, j = 3, A = 4,B = - 26,下式成

立:

　　　 (a + b - j ) (a + b - j + z ) - ab+

　　　 ( A+ z - 2j ) t+ B = 0

即

(a+ b - 3) (a+ b - 2) - ab - t - 26= 0

当 t = 458时 ,该不定方程有整数解 S =

{ ( - 17, - 4) , ( - 17, 26) , ( - 4, - 17) , ( - 4,

26) , ( 26, - 17) , ( 26, - 4) } .

令 a = - 4, b = f + 26,由不定方程 (a + b

- 3) (a+ b - 2) - ab - t - 26 = 0可得 t =

f
2+ 43f + 458,因而可得

l ( f ) = 2t+ a = 2f 2 + 86f + 912,

h ( f ) = 2t+ b = 2f 2 + 87f + 942

x ( f ) = t + a + b - j = f
2
+ 44f + 477,

y ( f ) = x ( f ) + z = f 2 + 44f + 478

h ( f ) - 2y ( f ) = - ( f + 14) ,

x ( f ) - 2l ( f ) = - ( 3f 2 + 128f + 1 347) ;

g. c. d. ( f + 14, 3f 2+ 128f + 1 347) = g. c. d. ( f

+ 14, 143)

所以当 f 为 143的倍数时 , g. c. d. ( 2y ( f ) -

h ( f ) , 2l ( f ) - x ( f ) ) = g . c. d. ( 14, 143) = 1,即

g. c. d. ( l ( f ) , h( f ) , x ( f ) , y ( f ) ) = 1

由T= - 1,U= 2,得 r ( f ) = Uy ( f )+ Th ( f )

= f + 14, s ( f ) = Ul ( f ) + Tx ( f ) = 3f
2
+ 128f

+ 1 347.

由引理 6和定理 3, { G( 3t 2+ 4t - 26; r ( f ) ,

s ( f ) ): t = f 2 + 43f + 458, r ( f ) = f + 14, s ( f )

= 3f 2+ 128f + 1 347, f = 143e,e≥ 0}是一个

1紧优双环网络无限族 . 当 e = 0时 , 即为

G( 631 098; 14, 1 347) .

例 2　易得 G ( 3 084 354; 8, 3 107)为 2紧优

双环网络 ; G( 3 084 354; 1, 28 270) 为 3紧优双

环网络 . 即 3 084 354为非单位步长整数 ,k 1 - k

= 1. 关于模型 G(N ; 1, s ) ,不存在包含 3 084 354

的 2紧优双环网络无限族 .

取 N ( t ) = 3t 2 + 6t - 231∈ I3 ( t ) ,当 t =

1 013时 , N ( t ) = 3 084 354.

对于 3≤ j≤ 5, 0≤ z≤ 2( j - 3) ,将 t =

1 013代入每一个 H (z , j ) ,可得

H ( 0, 3) = 702,故有素因子 2,幂次为 1;

H ( 0, 4) = 6 787,故有素因子 11,幂次为 1;

H ( 1, 4) = 3 745,故有素因子 5,幂次为 1;

H ( 2, 4) = 705, 故有素因子 5,幂次为 1.

由引理 5, 4H (z , j )不能表示成 s
2
+ 3m

2
的形

式 ,因而不存在 0紧优和 1紧优双环网络 .
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以上所有素因子相应偶次幂的最小公倍数为

( H ( 0, 3)和 H ( 2, 4)关于 t为常数 ,故可以不考

虑 ) g = 25 11
2
.

H ( 0, 5) = 12 874,故有素因子 2,幂次为 1;

H ( 1, 5) = 9 831,故有素因子 29,幂次为 1;

H ( 2, 5) = 6 790,故有素因子 2,幂次为 1;

H ( 3, 5) = 3 751= 22
2
+ 3 33

2
;

H ( 4, 5) = 714, 故有素因子 2,幂次为 1.

对于 z = 3, j = 5, A = 6, B = - 231有下

式成立:

(a+ b - j ) (a + b - j + z ) - ab +

( A+ z - 2j ) t + B = 0

即

(a + b - 5) (a + b - 2) - ab - t - 231 = 0

当 t = 1 013时 ,该不定方程有整数解 S =

{ ( - 38, 17) , (- 38, 28) , ( 17, - 38) , ( 17, 28) ,

( 28, - 38) , ( 28, 17) }.

令 a = 28,b = f - 38,由不定方程 (a + b -

5) (a + b - 2) - ab - t - 231= 0可得 t = f
2
-

55f + 1 013, 因而可得

l ( f ) = 2t + a = 2f
2
- 110f + 2 054,

h ( f ) = 2t + b = 2f
2
- 109f + 1 988

y ( f ) = t+ a + b - j = f
2
- 54f + 998

x ( f ) = y ( f ) + z = f
2
- 54f + 1 001,

h ( f ) - 2y ( f ) = - ( f + 8) ,

x ( f ) - 2l ( f ) = - ( 3f
2
- 166f + 3 107) ;

g. c. d. ( f + 8, 3f 2 - 166f + 3 107) = g. c. d. ( f

+ 8, 4 627)

所以当 f 为 4 627的倍数时 , g . c. d. ( 2y ( f )

- h ( f ) , 2l ( f ) - x ( f ) ) = g. c. d. ( 8, 4 627) = 1,

即 g. c. d. ( l ( f ) , h ( f ) , x ( f ) , y ( f ) ) = 1.

由T= - 1,U= 2,得 r ( f ) = Uy ( f )+ Th ( f )

= f + 8, s ( f ) = Ul ( f ) + Tx ( f ) = 3f
2
- 166f +

3 107.

由引理 6和定理 3, {G( 3t
2
+ 6t - 231; r ( f ) ,

s ( f ) ): t = f 2 - 55f + 1 013, r ( f ) = f + 8, s ( f )

= 3f 2 - 166f + 3 107, f = 4 627 25 112e,e≥

0}是一个 2紧优双环网络无限族 . 当 e = 0时 ,即

为 G( 3 084 354; 8, 3 107) .

3　非单位步长双环网络的无限族

本文的思路是从一个具体的非单位步长双环

网络 N 0出发 ,构造非单位步长双环网络的无限

族 .

设 N ( t ) = 3t
2
+ At + B ,且 N ( t0 ) = N 0 ,

N ( t ) ∈ Ii ( t ) . 有时 , 4H (z , j )虽然能表示成 s
2
+

3m2的形式 , 其中 s和 m均为整数 ,即关于 a和 b

的不定方程 ( 1) 有整数解 ,即存在 k紧瓦 L =

L(N ; l ,h , x ,y ) . 但若 g. c. d. ( y , h - y ) ≠ 1,则

k紧瓦 L = L( N ; l ,h , x , y )是不能实现的 . 而满

足 g. c. d. (y , h - y )≠ 1的条件 ,可归结为关于 t

的一组同余方程 .

另一方面 , 4H (z , j )不能表示成 s2 + 3m2的

形式 ,由引理 5可归结为在 H (z , j )中找出一个素

因子 p = 2( mod 3) ,使得 p在其素因子分解中有

奇次幂 2q+ 1. 设 H (z , j ) = at+ b,则 at0+ b =

xp
2q+ 1且 x 不能被 p整除 . 当 t = t0 ( mod p2q+ 2 )

时 ,at + b = at0 + b( mod p2q+ 2 ) = xp2q+ 1 ( mod

p
2q+ 2 )成立 . 即 t满足 t= t 0 ( mod p2q+ 2 )时 , p在 at

+ b的素因子分解中有奇次幂 2q+ 1.

所有这些同余方程组成一个同余方程组 , t0

即为一个具体解 ,该同余方程组的所有解即构成

一个非单位步长双环网络的无限族 .

下面给出一个求非单位步长双环网络无限族

的方法:

步骤 1　求一个具体的非单位步长双环网络

N 0 , 且 d (N 0 ) = k + lb( N 0 ) ,d1 (N 0 ) = k +

lb( N 0 ) ,k1 - k > 0,则关于 G(N ; 1, s ) , N 0不含

i ( 0≤ i < k1 )紧优双环网络 ;

步骤 2　找一个包含 N 0的多项式 N ( t ) = 3t
2

+ At + B ,设 N ( t 0 ) = N 0 ,N ( t ) ∈ Ii ( t ) ;

步骤 3　取T= - 1,U= 2,根据引理 6,适当

选取 r ( t )、s ( t ) ,使 {G(N ( t ) ; r ( t ) , s ( t ) ): t = l0e+

t0 ,e≥ 0}为 k紧优双环网络 (关于 G(N ; r ,s ) )无

限族 ;

步骤 4　对于每一个 H (z , j ) , i≤ j≤ i+ k1 ,

0≤ z≤ 2( j - i ) (若 A= 1, 3, 5,则 0≤ z≤ 2( j

- i ) + 1) ,

(a ) 4H (z , j )不能表示成 s
2
+ 3m

2
的形式

将 t 0代入 H (z , j ) ,在 H (z , j )中找出一个素

因子 p = 2( mod 3) ,使得 p在其素因子分解中有

奇次幂 2q+ 1;
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设得到的素因子及幂次分别为 p2q1+ 1
1 , p2q2+ 1

2 ,

… , p2ql+ 1
l , 设 p2q1+ 2

1 , p2q2+ 2
2 ,… , p2ql+ 2
l 的最小公倍

数为 g0 .

( b) 4H (z , j )能表示成 s2 + 3m 2的形式

当 t = t0时 ,方程 (a+ b - j ) (a+ b - j+ z )

- ab + ( A+ z - 2j ) t + B = 0有解 .

对于每个解 (a ,b ) ,可如下定义 ( j - i )紧瓦 L

= L(N ; l ,h , x ,y ):

l ( t ) = 2t+ a = 2( t - t0 ) + l 0 ,

h ( t ) = 2t+ b = 2( t - t0 ) + h0 ,

x ( t ) = t+ a+ b - j = ( t - t0 ) + x ( t0 ) ,

y ( t ) = x ( t ) + z = ( t - t0 ) + y ( t0 )

和

l ( t ) = 2t+ a = 2( t - t0 ) + l 0 ,

h ( t ) = 2t + b = 2( t - t0 ) + h0 ,

y ( t ) = t+ a+ b - j = ( t - t0 ) + y ( t 0 ) ,

x ( t ) = y ( t ) + z = ( t - t0 ) + x ( t0 )

对每个 ( j - i )紧瓦 L = L( N ; l ,h , x , y ) ,由

于 t = t0时 g. c. d. ( y , h - y ) ≠ 1,存在 g. c. d.

(y , h - y ) ≠ 1的一个最小素因子 g.

设所有得到的素因子为 gi , 1≤ i≤ q.

步骤 5　设 gi , 0≤ i≤ q的最小公倍数为 g,

则 {N ( t ) ; t = ge+ t0 ,e≥ 0}即为一个不含 i ( 0≤

i≤ k1 )紧优双环网络 (关于 G(N ; 1, s ) )的无限

族 .

步骤 6　 取 l 0和 g 的最小公倍数 l , 则

{G(N ( t ) ; r ( t ) , s ( t ) ): t = le+ t0 ,e≥ 0}为一个

非单位步长双环网络无限族 ,且 d1 (N ( t ) ) -

d (N ( t ) ) ≥ k1 - k.

下面具体求两个非单位步长双环网络的无限

族 .

例 3　通过上一章求非单位步长双环网络的

方 法 , 可 求 得 非 单 位 步 长 整 数 815 190,

G( 815 190; 21, 1 586) 为 1 紧优双 环网络 ;

G( 815 190; 1, 1 626) 为 3紧优双环网络 . 即

815 190为非单位步长整数 ,k1 - k = 2.

取 N ( t ) = 3t2+ 2t - 175∈ I1 ( t ) ,当 t = 521

时 , N ( t ) = 815 190.

对于 1≤ j≤ 3, 0≤ z≤ 2( j - 1) ,将 t = 521

代入每一个 H (z , j ) ,可得

H ( 0, 1) = 526, 故有素因子 2, 幂次为 1;

H ( 0, 2) = 3 655, 故有素因子 5,幂次为 1;

H ( 1, 2) = 2 091, 故有素因子 17,幂次为 1;

H ( 2, 2) = 529= 232 ;

H ( 0, 3) = 6 786, 故有素因子 2,幂次为 1;

H ( 1, 3) = 5 221, 故有素因子 23,幂次为 1;

H ( 2, 3) = 3 658, 故有素因子 2,幂次为 1;

H ( 3, 3) = 2 097, 故有素因子 233,幂次为

1.

H ( 4, 3) = 538, 故有素因子 2,幂次为 1.

以上所有素因子相应偶次幂的最小公倍数为

g0 = 4 25 172  232  2332 .

对于 z = 2, j = 2, A = 2, B = - 175下式成

立:

(a+ b - j ) (a + b - j+ z ) - ab+ ( A+

z - 2j ) t+ B = 0

即

(a + b - 2) (a + b) - ab - 175 = 0

该不定方程有整数解 S = { ( - 7, - 7) ,

( - 7, 16) , ( 16, - 7) }.

对于每个解 (a ,b ) ∈ S,如下定义 1紧瓦 L=

L(N ; l ,h , x ,y ):

l ( t ) = 2t+ a = 2( t - 521) + l0 ,

h ( t ) = 2t+ b = 2( t - 521) + h0 ,

x ( t ) = t+ a+ b - j = ( t - 521) + x ( 521) ,

y ( t ) = x ( t ) + z = ( t - 521) + y ( 521)

和

l ( t ) = 2t+ a = 2( t - 521) + l0 ,

h ( t ) = 2t+ b = 2( t - 521) + h0 ,

y ( t ) = t+ a+ b - j = ( t - 521) + y ( 521) ,

x ( t ) = y ( t ) + z = ( t - 521) + x ( 521)

对每个 1紧瓦 L= L(N ; l ,h ,x , y ) ,由于 t =

521时 g. c. d. ( y , h - y ) ≠ 1,存在 g. c. d. (y , h

- y ) ≠ 1的一个最小素因子 g ,所有得到的素因

子为 2、 3、 5.

由引理 3容易验证 ,如果 t同时满足下列 3个

条件:

t = 521( mod 2) = 1( mod 2) , t = 521( mod

3) = 2( mod 3) , t = 521( mod 5) = 1( mod 5)

面积为 N ( t ) = 3t 2+ 2t - 175的所有 1紧优 L形
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瓦满足 g. c. d. ( y , h - y )≠ 1,即都不能被 ( 1, s )

实现 .

令 g = 3 g0 = 3 4 25 172  232  2332 ,

再由定理 3可知 {N ( t ) ; t = ge+ 521, e≥ 0}为

一个不含 k ( 0≤ k≤ 2)紧优双环网络的无限族 .

有些 L形瓦关于 G(N ; 1, s )不能被实现 ,但

关于 G(N ; r , s )能被实现 .

取与 ( 16, - 7)对应的 L形紧瓦 L( N ; l ,h , x ,

y ): l ( t ) = 2t+ 16,h ( t ) = 2t - 7, y ( t ) = t+ 7,

x ( t ) = t+ 9,显然 , g. c. d. ( 2t+ 16, 2t - 7, t+

7, t+ 9) = 1,由T= - 1,U= 2,得 r = Uy ( t ) +

Th ( t ) = 21, s = Ul ( t ) + Tx ( t ) = 3t + 23.

t≠ 4( mod 7)时 , g. c. d. (N , r , s ) = 1,由引

理 6, { G( 3t 2+ 2t - 175; 21, 3t + 23): t > 88且 t

≠ 4( mod 7) }是关于模型 G( N ; r , s )的 1紧优双

环网络无限族 .

综合以上讨论 , {N ( t ) ; t = 7ge+ 521,e≥ 0}

为一个满足 k 1 - k≥ 2且 k = 1的非单位步长双

环网络无限族 .

例 4　 已 知非 单 位 步长 整 数 870 390,

G( 870 390; 19, 1 617) 为 1 紧优双 环网络 ;

G( 870 390; 1, 10 635)为 3紧优双环网络 . 即

870 390为非单位步长整数 ,k1 - k = 2.

取 N ( t ) = 3t2+ 4t - 94∈ I2 ( t ) ,当 t = 538

时 , N ( t ) = 870 390.

对于 2≤ j≤ 4, 0≤ z≤ 2( j - 2) ,将 t= 538

代入每一个 H (z , j ) ,可得

H ( 0, 2) = 286, 故有素因子 2, 幂次为 1;

H ( 0, 3) = 3 519,故有素因子 17,幂次为 1;

H ( 1, 3) = 1 903,故有素因子 11,幂次为 1;

H ( 2, 3) = 289= 172 ;

H ( 0, 4) = 6 754,故有素因子 11,幂次为 1;

H ( 1, 4) = 5 137,故有素因子 11,幂次为 1;

H ( 2, 4) = 3 522,故有素因子 2, 幂次为 1;

H ( 3, 4) = 1 909,故有素因子 23,幂次为 1;

H ( 4, 4) = 298, 故有素因子 2,幂次为 1.

以上所有素因子相应偶次幂的最小公倍数为

g0 = 4 112  172  232.

对于 z = 2, j = 3, A = 4,B = - 94,下式成

立:

(a+ b - j ) (a + b - j + z ) - ab +

( A+ z - 2j ) t + B = 0

即

(a + b - 3) (a + b - 1) - ab - 94 = 0

该不定方程有整数解 S = { ( - 10, 7) , ( 7,

- 10) , ( 7, 7) }.

对于每个解 (a ,b ) ∈ S,如下定义 1紧瓦 L=

L(N ; l ,h , x ,y ):

l ( t ) = 2t+ a = 2( t - 538) + l0 ,

h ( t ) = 2t+ b = 2( t - 538) + h0 ,

x ( t ) = t+ a+ b - j = ( t - 538) + x ( 538) ,

y ( t ) = x ( t ) + z = ( t - 538) + y ( 538)

和

l ( t ) = 2t+ a = 2( t - 538) + l0 ,

h ( t ) = 2t+ b = 2( t - 538) + h0 ,

y ( t ) = t+ a+ b - j = ( t - 538) + y ( 538) ,

x ( t ) = y ( t ) + z = ( t - 538) + x ( 538)

对每个 1紧瓦 L= L(N ; l ,h ,x , y ) ,由于 t =

538时 g. c. d. ( y , h - y ) ≠ 1,存在 g. c. d. (y , h

- y ) ≠ 1的一个最小素因子 g ,所有得到的素因

子为 2、 3、 19.

由引理 3容易验证 ,如果 t同时满足下列 3个

条件:

t = 538( mod 2) = 0( mod 2) , t = 538( mod

3) = 1( mod 3) , t = 538( mod 19) = 6( mod 19)

面积为 N ( t ) = 3t2 + 4t - 94的所有 1紧优 L形

瓦满足 g . c. d. ( y , h - y )≠ 1,即都不能被 ( 1, s )

实现 .

令 g = 3 19 g0 = 3 19 4 112  172 232 ,

再由定理 3可知 {N ( t ) ; t = ge+ 538,e≥ 0}为一

个不含 k ( 0≤ k≤ 2)紧优双环网络的无限族 .

取与 ( 7, 7)对应的 L形紧瓦 L( N ; l ,h ,x , y ):

l ( t ) = 2t+ 7,h ( t ) = 2t+ 7, y ( t ) = t+ 13,x ( t )

= t+ 11, 显然 , g. c. d. ( 2t+ 7, 2t+ 7, t+ 11,

t+ 13) = 1,由T= - 1,U= 2得 r = Uy ( t ) +

Th ( t ) = 19, s = Ul ( t ) + Tx ( t ) = 3t + 3.

t≠ 18( mod 19)时 , g. c. d. ( N , r , s ) = 1,由

引理 6, {G( 3t
2
+ 4t - 94; 19, 3t+ 3): t > 56且 t

≠ 18( mod 19) }是关于模型 G(N ; r , s )的 1紧优

双环网络无限族 .

综合以上讨论 , {N ( t ) ; t = ge+ 538,e≥ 0}
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为一个满足 k 1 - k≥ 2且 k = 1的非单位步长双

环网络无限族 .

4　结　语

本文求得两个非单位步长双环网络无限族

(d1 ( N ) - d ( N ) ≥ k ) . 结合求 k紧优双环网络

G( N ( t ) ; 1, s )无限族的方法 (参见文献 [9] ) ,也可

求 d1 (N ) - d ( N ) = k (k> 0)的非单位步长双环

网络无限族 .
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On tight optimal double-loop networks G(N ; r ,s ) with non-unit step

XU　Xi -rong* 1, 2 ,　ZHOU　Jian -qin 3 ,　WANG　Guang -yang 3

( 1.School of Electr . and Inf .Eng . , Dalian Univ .of Technol . , Dalian 116024, China ;

2.Dept . of Math . , Univ . of Sci . and Technol . of China , Hefei 230026, China ;

3.School of Comput . Sci . , Anhui Univ . of Technol . , Ma′anshan 243002, China )

Abstract: Double-lo op netw o rks ( DLN) has been widely studied as archi tecture fo r local area

netw o rks. A DLN G(N ; r , s ) is a dig raph wi th N vertices 0, 1,… , N - 1 and 2N edges o f tw o

types: i→ i + r ( mod N ) , i→ i+ s ( mod N ) where 1≤ r≠ s < N . If G(N ; r , s ) i s k-tigh t optimal

DLN and G(N ; 1,s ) is k1 -tigh t optimal DLN , k1 > k , then G( N ; r , s ) is called non-uni t step DLN.

Based on the theo ry of L-shaped tile, a method fo r finding non-uni t step integ ers is presented.

Utili zing Chinese remainder theorem and prime number theory , i t a lso presents a method to generate

infini te fami lies o f double-loop netwo rks wi th non-unit step (k 1 - k ≥ 1,k > 0) . As application

examples, tw o infinite fami lies of non-unit step integ ers w ith k1 - k≥ 2 and k > 0 are giv en.

Key words: double-loop netw orks; tig ht optimal; infinite family; non-uni t step integ er; prime

number
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