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摘要: 针对稳健设计目标函数与波动之间的冲突及协调问题 ,提出了一种基于模糊折中规

划的稳健设计多目标优化方法 . 该方法在考虑工程稳健设计中大量存在的模糊因素的前提

下 ,建立目标函数以及波动的隶属度函数 ,利用模糊偏好分配每个目标的权重从而均衡目标

函数值和波动之间的平衡 . 该方法将决策者的偏好充分体现到决策过程中 ,从而得到决策者

所期望的折中解 . 从实例结果可以看出 ,模糊折中规划适合于求解稳健优化设计问题 .
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0　引　言

近年来 ,稳健设计在机械优化设计领域越来

越受到人们的重视 . 稳健设计的基本思想就是在

设计变量或设计参数波动的情况下如何保持质量

最优 . 由于在科学与工程实践中很多设计问题都

涉及带有约束条件的多个目标的同时优化 ,稳健

设计不可避免地要涉及到多目标优化问题 . 许多

学者已提出了多种方法来求解稳健设计的多目标

优化问题 [ 1～ 4] . 文献 [1 ]采用的线性加权方法已

经被证明不能有效地产生全部 Pa reto解集 [5 ] . 文

献 [2 ]利用功效函数方法 ,但是功效函数有时很

难用清楚的数学公式表示 . 文献 [3]采用的物理

规划属于交互式优化方法 ,优化的成功与否很大

程度上依赖决策者的主观判断 . 文献 [4 ]提出的

遗传算法只要求被优化的函数值是可计算的 ,不

要求它具有连续性及可微性 ,是一种较好的优化

算法 ,但是其求解过程复杂 ,有时需要针对不同的

优化问题建立特定的算法模型 . 文献 [6 ]提出利

用折中规划的方法解决稳健设计中的多目标问

题 ,能够处理不同目标函数之间的相对重要性问

题 ,然而在实际的工程优化设计中存在着大量的

模糊因素 ,不考虑这些客观存在的模糊因素的优

化设计方法是不全面的 . 为此 ,本文在文献 [6]的

　　

基础上引入模糊技术来求解稳健设计多目标优化

数学模型 .

1　基于模糊折中规划的稳健设计双

目标优化数学模型

1. 1　稳健设计的双目标模型

Taguchi首先提出了基于质量损失函数的稳

健设计 . 对于不同的质量特性 (望目特性、望小特

性、望大特性 ) ,质量损失函数可以表述为不同的

形式 . 以望目特性为例 ,其质量损失函数为 [ 7]

E [ (L ( Y , T ) ] = K [e2 + (_ - T ) 2 ] ( 1)

式中: K为质量损失系数 , T、e分别为质量特性的

期望值和均方差 ,_为质量特性的目标值 . 它们的

关系可以用图 1来阐述 . 从图中看出稳健设计可

以分为两个方面的优化 [ 7 ]: 一方面为如何使目标

值 (_ )尽可能地达到期望值 ( T ) ;另一方面为如何

最小化不确定因素所引起的波动 (e) ,从而最终达

到减少产品质量损失的目的 .

一般的多目标优化问题可表述如下:

　　

min f i ( x ) ; i = 1, 2,… , N

s. t. g j (x )≤ 0; j = 1, 2,… ,J

　　 x l≤ x≤ x u

( 2)



图 1　稳健设计质量分布图
Fig . 1　 Quality distribution in robust design

　　依前所述 ,稳健设计可表述为如下的多目标

优化问题 [6 ]:

min [_ i ,ei ]; i = 1, 2,… , N

s. t. g j (x ) + kj∑
n

i= 1

 g j

 xi
Δxi≤ 0; j = 1, 2,… , J

　　 x l+ Δx≤ x≤ xu - Δx

( 3)

式中: _ i = f i ( x ) ,ei 的公式可以按统计学或者

Taylo r公式展开得到 ,Δx i为第 i个设计变量的容

差 . 对问题 ( 3) ,从文献 [8、 9 ]中可知 ,大多数情况

下波动的减小是以增大目标值对期望值的偏离为

代价的 . 因此 ,在稳健设计中 ,如何有效地控制目

标值和波动之间的平衡是至关重要的 .

1. 2　目标函数的模糊折中规划

模糊折中规划是一种有效的解决多目标优化

问题的方法 . 该方法通过计算可行解集与理想解

之间的距离 ,并用在可行解集中找到与理想解距

离最近的解的方法来确定最终解 ,从而达到整体

最优 [10 ] . 这种方法的原理可以用图 2所示的双目

标优化来说明 . 图中 , f 1、 f 2是要优化的目标值 ,

A1、 A2、A3、 A4、 A5为可行解 , A0为理想解 ,Li为可

行解 Ai与理想解之间的距离 . 当必须从 5个可行

解中选一个作为最终解时 ,可以看出此时 A3与理

想解的距离是最近的 ( f 1、 f 2同等重要 ) ,按照模糊

折中规划 ,就可以把 A3作为最终的优化解 .

图 2　折中规划原理图
Fig. 2　 Graphical illust ration of com promise pr og ramming

　　定义 1　各目标单独在约束条件下以最小值

为分量所构成的向量

Zl = (_ l
1　el

1　…　_ l
N　el

N )

称为问题 ( 3)的理想值向量 . 各目标单独在约束

条件下以最大值为分量所构成的向量

Zu = (_
u
1　e

u
1　…　_

u
N　e

u
N )

称为问题 ( 3)的反理想值向量 .

由此可定义各个目标函数的隶属函数:

gk ( x ) =

1; Zk (x )≤ Zl

Zu - Zk ( x )
Zu - Zl

; Zl < Zk ( x ) < Zu

0; Zk ( x )≥ Zu

( 4)

从而原多目标优化问题 ( 3)可转化为模糊折中规

划的单目标优化问题:

L = max ∑
N

i= 1
λpigpi ( x )

1 /p

( 5)

式中

∑
N

i= 1
λi = 1, λi≥ 0, 0 < p≤∞

参数 p为距离指数 . 在实际的工程问题中 ,决策

者可以根据需要来选取不同的 p值 . 一般情况

下 , p可取下列各值:

( 1) p = 1. 目标函数的意义为所有单一目标

函数 的距 离之和 , 此时 目标 函数 定义 为

Manha ttan距离 ,即

L = max ∑
N

i= 1
λigi (x ) ( 6)

( 2) 1 < p < ∞ . 目标函数的意义为加权几

何距离 , 特别是当 p = 2时 , 目标函数表示

Euclidean距离 ,即

L = max ∑
N

i= 1
λ

2
ig

2
i ( x )

1 /2

( 7)

( 3) p = ∞ . 目标函数定义为 Chebyshev距

离 ,其意义为最大加权距离 ,即

L = max {minλigi (x ) } ( 8)

λi代表了第 i个目标的重要程度 . 当 p = 1和 2时

通过选择 λi ,决策者可以对不同的目标设置不同

的重要性 ,从而充分体现出决策者的偏好 . 如果

目标函数较多 ,决策者难以清晰地判断目标函数

的重要与否 ,λi 的选取可以利用模糊偏好的方

法 [11 ]获得 . 其求解步骤如下:

( 1)确定各个目标函数之间的关系 . 任意两

个目标函数之间的关系可以简化为 6种规则 .

( 2)根据设计者对目标函数的偏好需求求出

偏好矩阵 R.
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( 3)根据偏好矩阵利用下列公式求得权重系

数λi ,

λi =
Sl (ci ,R )

∑
c
j
∈ C

Sl (ci ,R )
( 9)

2　实例分析

设计如图 3所示受到集中载荷的双杆结

构 [6 ] . 设计变量为杆的横截面公称直径 x 1、高度

x 2. 设计目标为每个杆受到的压力最小 . g1 (x )、

g2 ( x )分别为体积约束、变形约束 . 载荷 F r为

150 000 N,壁厚 t为 2. 5 mm ,跨度 b为 750 mm,

弹性模量 E为 210 000 MPa.

图 3　双杆支架结构
Fig . 3　 Th e two-bar structure

　　此双杆结构的一般优化数学模型为

目标函数: f (x ) =
F r

2πtx 1x 2
b
2
+ x

2
2

约束条件: g1 ( x ) =
2πtx 1 b

2
+ x

2
2

700 000
- 1. 0≤ 0

g2 ( x ) =

F r

2πtx1x 2
b
2
+ x

2
2

1
8
π2
E

t
2 + x

2
1

b
2+ x

2
2

- 1. 0≤ 0

1. 0≤ x 1≤ 100. 0 ( mm)

10. 0≤ x2≤ 1 000. 0 ( mm)

首先根据式 ( 3)把原优化问题转化为稳健设

计多目标模型 . 可控因素的变差 Δx 1 = 1. 0,Δx 2

= 5. 0,ki = 1. 0,并且ex
i
取值

Δxi

3
. 首先求出各个

目标函数在约束下的理想值和反理想值 ,利用式

( 4)建立隶属函数 ;最后用式 ( 6)、 ( 7)、 ( 8)把上述

优化模型转化为模糊折中规划的形式 . 为更好地

观察目标函数及其波动之间的关系 ,这里首先直

接给出了权重的取值 . 最终的优化问题的数学模

型利用 Matlab6. 0优化工具箱进行求解 ,得到的

最终优化结果如表 1和 2所示 .

表 1　模糊折中规划方法优化后的设计变量
Tab. 1　 Results of va riables based on the fuzzy

compromise prog ramming

权重 (λ1 ,λ2)
优化结果 (x 1, x2 )

　　 p = 1　　 　　 p = 2　　 　　 p = ∞　　

( 0. 1, 0. 9) ( 45. 26, 599. 38) ( 45. 28, 599. 01)

( 0. 2, 0. 8) ( 44. 60, 621. 63) ( 44. 64, 620. 12)

( 0. 3, 0. 7) ( 44. 00, 641. 58) ( 44. 00, 641. 51)

( 0. 4, 0. 6) ( 43. 47, 659. 63) ( 43. 47, 659. 60)

( 0. 5, 0. 5) ( 42. 99, 676. 04) ( 42. 99, 676. 07)

( 0. 6, 0. 4) ( 42. 55, 691. 08) ( 42. 55, 691. 14)

( 0. 7, 0. 3) ( 42. 15, 704. 94) ( 42. 15, 705. 03)

( 0. 8, 0. 2) ( 41. 78, 717. 80) ( 41. 78, 717. 91)

( 0. 9, 0. 1) ( 41. 44, 729. 81) ( 41. 49, 728. 04)

( 42. 99, 676. 05)

表 2　模糊折中规划方法优化后的设计结果
Tab. 2　 Results o f objectiv e values based on the fuzzy

compromise prog ramming

权重 (λ1 ,λ2)
优化结果 (_ ,e)

　　 p = 1　　 　　 p = 2　　 　　 p = ∞　　

( 0. 1, 0. 9) ( 337. 89, 2. 553 2) ( 337. 93, 2. 553 1) ( 331. 75, 2. 611 5)

( 0. 2, 0. 8) ( 335. 51, 2. 563 6) ( 335. 67, 2. 562 7)

( 0. 3, 0. 7) ( 333. 82, 2. 577 7) ( 333. 82, 2. 577 6)

( 0. 4, 0. 6) ( 332. 61, 2. 593 9) ( 332. 61, 2. 593 9)

( 0. 5, 0. 5) ( 331. 75, 2. 611 5) ( 331. 75, 2. 611 5)

( 0. 6, 0. 4) ( 331. 15, 2. 629 7) ( 331. 15, 2. 611 5)

( 0. 7, 0. 3) ( 330. 26, 2. 648 2) ( 330. 75, 2. 629 7)

( 0. 8, 0. 2) ( 330. 51, 2. 666 7) ( 330. 51, 2. 648 3)

( 0. 9, 0. 1) ( 330. 38, 2. 685 2) ( 330. 51, 2. 666 9)

Zl = ( 330. 34, 2. 549) ; Zu = ( 1 554. 2, 33. 3)

从表 1和 2可以看出 ,目标函数及其波动是

一个此消彼涨的关系 . 以 p = 1为例 ,当目标函数

达到最优时 ( 330. 38)其波动达到 2. 685 2;当波动

最小时 ( 2. 553 2)目标函数的值为 337. 89. 因此

在目标函数与波动之间有必要进行协调以满足设

计者的需要 . 当利用模糊偏好求解时 ,设目标值_

与波动e的关系为 _ ∝e,最终求得的权重 λ1 =

0. 35,λ2 = 0. 65. 最终解为 p = 1时 ,X =

( 44. 23　 650. 18) , (_ ,e) = ( 333. 22, 2. 585 6) ; p

= 2 时 ,X = ( 44. 24　 649. 98) , (_ ,e) =

( 333. 20, 2. 587 1) . 可以看出当决策者认为减小

波动比较重要时相应求出解的波动也较小 . 从数

据结果可以看出本文提出的基于模糊折中规划的

稳健多目标优化方法能够根据决策者对目标的偏

好在不同的目标函数之间进行权衡 ,使优化结果

满足多个目标函数的需要 .
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3　结　论

本文根据稳健设计中的多目标需求 ,提出了

一种基于模糊折中规划的稳健设计多目标优化方

法 . 它不仅能够处理不同目标函数之间的相对重

要性问题 ,而且能最大程度地优化全局目标 . 实

例结果表明 ,模糊折中规划可以让决策者灵活地

在多个目标之间进行权衡 ,是求解稳健设计多目

标优化问题的有效方法 ,适合于实际工程应用 .
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A fuzzy compromise programming approach to

robust multi-objective optimization design

XU　Huan -wei* 1 ,　HUANG　Hong -zhong 2 ,　ZHANG　Xu1

( 1.Key Lab . for Precis. & Non-tradit . Mach . Technol . of Minist . of Edu . , Dalian Univ . of Technol . ,

　　Dal ian 116024, China ;

2.School of Mechatronics Eng . , Univ . of Electr . Sci . and Technol . of China , Chengdu 610054, China )

Abstract: In view of conf lictiv e and co llabo rativ e rela tionship betw een objectiv e and va riation

function, a fuzzy compromise prog ramming approach to determine the optimal solution o f robust

design is proposed. The proposed approach sets up membership functions o f objectiv e and variation,

uses fuzzy preferences method to al lot w eights to dif ferent objectiv es by considering the fuzzy factors

w hich exist in engineering optimization problems. The proposed approach can giv e a g lobal evaluation

fo r conflicting objectives by taking into account the decision-maker′s preference. Example resul ts

show that the proposed approach is efficient to robust design.

Key words: fuzzy compromise prog ramming; robust design; mul ti-objectiv e optimiza tion
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