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混联机械系统组合方式广义特征状态方程
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摘要: 提出了混联机械系统组合方式分析的新的广义特征状态方法 . 定义了多个机构单元

的串、并混联等组合方式及其典型组合单元的数学模型 ,并以基本组合方式为基础 ,建立其对

应的广义特征状态模型 (集 ) ,提取了不同组合关系下的广义特征状态方程 ,从而建立起组合

方式数学表达式 . 讨论了不同组合变化对应广义特征状态方程的计算方法及其变化规律 ,分

析了组合关系的重组计算及功能传递方式 ,采用分层特征模式并结合定性数学知识建模 ,实

现了把复杂机械系统的组合方式问题转化为广义运动特征矢量间的组合计算问题 ,继而构建

组合系统运动变换的广义特征状态组合模型来传递输入输出特征 ,为其运动方案综合的选型

及分解计算提供了参考模板 ,为混联机械系统的分析及特征建模提供了一种有效方法 .
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0　引　言

生产中对机构运动要求多种多样 ,而单个基

本机构由于其结构上的限制 ,难以实现复杂的运

动轨迹或获得特殊的运动规律 . 为此 ,人们尝试

将基本机构进行适当组合 ,使其既能发挥特长 ,又

能避免本身固有的局限性 ,从而形成性能优良的

机械系统 . 但组合方式本身的复杂性、组合关系

的多样性及其间耦合结构的不透明性 ,给组合方

式的分析计算和组合特征传递分析等研究工作带

来一定的困难 .

在 (机构 )组合理论的研究方面 ,文献 [1、 2 ]

研究了单自由度机构单元串联组合的运动方案求

解问题 ,组合系统只有一种单输入单输出形式 .

吕庸厚 [3 ]针对某些特定机构组合系统如齿轮 -连

杆组合机构、凸轮 -连杆机构等具体实例进行了

相关运动分析和设计计算 . 邹慧君
[4 ]
针对组合机

构的类型和组合机构的功能特点进行了分析 .

Yan
[5 ]
通过树图图谱来表达加工中心运动的拓扑

特性 . Han [6 ]根据不同机构串联组合构建其构型

空间中多种构型形式和数学表达方式 . 现有的机

械系统的组合分析 ,只限于单输入单输出系统 ,机

　　

构之间的联接方式限于串联 ,对于多输入多输出

的并联、混联方式系统的分析与综合 ,尤其是组合

方式的数学建模问题 ,还未见文献涉及 .

文献 [7 ]初步解决了单自由度机构串联组合

运动方案设计问题 . 文献 [8]提出混联机械系统

的运动方案设计状态空间方法并探讨了空间的性

质 . 本文在组合元素即基本机构分析基础上 ,从

分解混联方式入手 ,针对不同组合方式将组合系

统归为串联式、并联式及其混合方式组合问题 ,再

建立每种组合方式对应的广义特征状态模型

(集 ) ,讨论参与组合单元的不同形式对组合关系

的影响 ,分析其广义特征状态变换关系 ,建立广义

特征状态方程 ,从而从总体上针对各种变化形式

归类简化 ,找到统一的解决办法和相对一致的数

学建模方法 ,探讨出混联系统组合方式分析的新

思路 .

1　基本机构及其特征状态方程

作为机械系统组合和特征分析的基本单元 ,

基本机构是组成类型及功能变换等运动分析的基

础 . 可分为由单开、闭环运动链形成的单 [7 ]、多自

由度基本机构 ,及由若干单闭链、单开链相对同一

　　



机架组合形成具有确定运动的多闭环机构 3种类

型 ,均通过建立相应的功能特征状态空间方法建

模分析 .

基本机构都具有特定的运动变换功能 ,根据

输入输出端的相对运动规律 ,动作功能包括运动

类型、运动方向性变换、单向 /往复性、连续 /间

歇性、速比变化特征如线性和非线性等 ,这些特征

是基本机构运动功能变换数学建模不可缺少的内

容 .

将基本机构单元输入输出端功能信息表达为

x、 y和 z轴方向上的 6维输入输出特征状态矢量

ri和 ro , ri = ( Rix　Riy　Riz　 Tix　 Tiy　 Tiz ) T , ro =

(Rox　 Roy　 Roz　 T ox　 Toy　 Toz )
T
,分量中的 R和

T分别表示转动与移动的运动类型 ,特征矢量各

分量值表示运动变换特征 (c、v、 k、W及其组合 ) .

根据不同类型基本机构的运动方程分析 ,提

取其内部特征转换关系并抽象为数学表达形式 ,

建立基本机构运动传递的具体特征状态方程 ,对

基本机构的不同输入输出情况讨论 ,常见形式见

表 1. 其中单输入单输出 ( SISO)方程为

rAo = ArAi ( 1)

两输入单输出多自由度机构特征状态方程形

式为

rAo = A1rAi1 + A2rAi2 ( 2)

表 1　基本机构单元特征状态方程
Tab. 1　 The char acteristic sta te equations o f basic

m echanism units

基本机构单元

广义特征状态模型

基本机构单元

广义特征状态方程

r Ao = ArA i

r Ao1

r Ao2

=
A1

A2

r Ai

r Ao = (A1　A2 )
r Ai1

r Ai2

r Ao1

r Ao2

=
A11 A12

A21 A22

r Ai1

r Ai2

可见 ,不同输入输出的基本机构单元都具有

特定的输入输出特征矢量、特征状态变换矩阵和

特征状态方程 ,但实现一种运动变换功能并不仅

有一个基本机构 ,这也正是机械运动方案设计多

样性的体现 . 因此上述定义需推广到多个基本机

构的组合 ,其组合、组合表达以及性质还需要讨

论 .

2　组合方式及其广义特征状态方程

从基本机构分析可知 ,功能特征信息由输入

输出特征状态矢量及特征状态变换矩阵体现 ,特

征状态方程决定了矢量之间的关系 . 因此 ,输入

输出特征矢量与特征状态方程可扩展到组合方式

的分析与计算中 .

2. 1　特征状态模型

为直观表示要研究的机构组合形式 ,并为定

性地研究不同形式的传递性态提供方便 ,抽象出

能够反映基本机构间广义特征矢量状态跃迁关系

的特征状态模型 ,以便简单、清晰地表达模型内部

运动传递和组合特征逻辑关系 . 抽象出体现系统

传动形式且有代表意义的基本组合通用单元 ,并

对应单元有:抽象输入、输出运动功能变换特征并

定性描述为矢量形式称为广义特征状态矢量 (如

ri , ro ) ;通过对应组合方式中基本机构间运动传

递方式建立广义特征矢量间运算关系即广义特征

状态方程 .

不同机构组合方式对应不同的广义特征状态

模型 (集 ) . 代表机构自身特性的特征状态变换矩

阵定性用运动传递基本单元的方框图表示 ,即模

型中方框代表着一个基本机构 ,方框之间是有向

的连线 ,代表着广义运动特征及传递关系的广义

特征状态矢量 ,如表 2中 ( 1)图 . 广义特征状态模

型具有独立功能和互换性 ,所以可单独拿出来讨

论其性质 . 这里应用广义特征状态模型能够定性

描述组合关系之间的状态变化 .

复杂的组合系统均可以分割成能够表示相对

稳定传动关系的广义特征状态模型 ;反之 ,模型的

不同组合 ,不仅满足功能要求多样化 ,还为创新设

计提供参考方案 . 因此 ,本文对多变的组合方式

归类分析 ,并讨论体现组合关系的基本形式 . 尽

管形式复杂多样 ,归纳起来一般可分为串联和并

联基本组合方式 . 现仅以每种组合方式的典型特

征状态模型的广义特征状态方程的推导为例进行

分析 .

2. 2　串联组合方式

串联组合方式的特点为前一个基本机构的输

出构件是后一个单自由度基本机构的原动件 ,体

现为顺序结构 ,系统内部单元间无其他横向联系
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(图 1) .

表 2　串联组合方式广义特征状态方程 (部分 )

Tab. 2　 The genera lized cha racteristic sta te equations of

series combined pa tterns ( par tial)

串联组合方式

广义特征状态模型

串联组合方式

广义特征状态方程

r o = BAri

r o1

r o2

=
B 1

B 2

Ari

ro = B (A 1　 A2 )
ri1

ri2

r o1

r o2

=
B1

B2

( A1　 A2)
ri1

ri2

…… ……

( a)齿轮 -曲柄滑块串联机构　 ( b)运动传递关系框图

图 1　串联组合方式机构实例
Fig . 1　 Illustr ation for series com bined mechanism

　　其广义特征状态模型为表 2中 SISO型 ,广义

特征状态模型的输入、输出广义特征矢量为 ri、 ro ,

对应机构单元广义特征状态矩阵 A和 B ,由图示 ,

rAo = Ari ; ro = BrBi ; rBi = rAo ,因此广义特征状态

方程写为 ro = BAri . 扩展不同输入输出机构组合

形式 ,见表 2.

2. 3　并联组合方式

并联组合方式一般由两个或者多个单、多自

由度基本机构并行传递运动 . 系统内部需同时完

成多个功能后再执行下一个分功能 (如图 2) .

( 1)并联 I型 (分支型 )如表 3中 ( 1) ,模型的

输入广义特征矢量 ri、输出 ro ,对应机构单元广义

特征状态矩阵 A和 B ,有 ro1 = Ari; ro2 = Bri.

可见 ,由输出两分支逆推 ,最后合并为一个输

入 . 推导结果是输出的特征向量等于两分支输出

特征向量矢量和 ,即两单输入特征向量与相应机

构特征状态矩阵的乘积之和 .

上述分析同样适用扩展后的多支路并联形式

(即并联支路≥ 2) .

可见 ,与串联特征状态矩阵运算关系不同 ,并

联系统则体现为具有并联关系的基本机构变换矩

阵的加和计算 .

( 2) 并联 II型 (合并型 )如表 3中 ( 2) ,这种特

征模型的输入广义特征矢量 ri1和 ri2、输出 ro ,对

应机构单元广义特征状态矩阵 A、B和 C ,由表中

图示 , ro1 = C1Ari1 , ro2 = C2Bri2 ,因此广义特征状态

方程为 ro = ro1 + ro2 = C1Ari1 + C2Bri2 .

由此 ,多自由度基本机构能实现多输入运动

合并 ,实质是将多自由度基本机构包含的多个状

态矩阵分别参与计算 ,即 C1与 C2拆分后 ,再与其

他机构单元参与组合计算 .

可见 ,上面的组合方式的分析中 ,随着基本机

构数目及输入输出的不同 ,同一种组合方式可以

扩展出很多具体形式 ,体现组合的多样性 . 将常

用并联组合方式形式归类于表 3.

( a )并联机构简图 ( b)运动传递关系框图 ( c)并联式机构实例组合过程

图 2　并联组合方式机构实例

Fig . 2　 Illust ration for pa rallel combined mechanism
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表 3　混联组合方式广义特征状态方程 (部分 )

Tab. 3　 The genera lized cha racteristic sta te equations of

hybrid combined pa tterns ( par tial)

串并混联组合方式

广义特征状态模型

串并混联组合方式

广义特征状态方程

r o1

r o2

=
A

B
ri

r o = (C1A　C 2B )
ri1

ri2

ro = (B1A+ B2 )ri

ro = (C 1A+ C2B )ri

r o1

r o2

=
BA1

CA2

ri

…… ……

3　广义特征状态方程计算

3. 1　方程组合运算

基本组合方式之间的再组合形式多样 ,组合

数目也是相对的 ,因具体环境、状态条件而定 . 如

图 3复杂的机械系统可以简化为代表不同组合方

式的组合单元间的串、并联组合模型 ,依据组合单

元的标准的广义特征状态方程间的计算 ,得到系

统的输入输出运动传递关系 .

图 3　模型混联组合
Fig. 3　 Hybrid com bina tion model

　　 已知模型输入 ri输出 ro ,并由前面推导组合

模型单元的分析有: rA1
o = A1rA1

i且 rB1
o = B1rB1

i;

rCo = C1A2rA
2
i+ C2B2rB

2
i . 由组合关系确定矢量方

程 rA1o = rA2i; rB1o = rB 2i; rA 1i = rB1i = ri ,再将上述

标准广义特征状态方程依次相乘展开为

r o = (C1A2A1+ C2B2B1 )ri ( 3)

可见复杂系统可以转换为模型单元间的广义

特征状态方程的计算 ;结果任一输出特征向量 ro

等于由该输出端遍历所有可能路径到输出端的线

性组合 . 其中每一条支路均可视为一串联路径 ,

同串联性质分析 ,体现为广义特征状态变换矩阵

间乘积形式 ;平行路径之间为并联分路 ,体现为广

义特征状态变换矩阵和的形式 . 上面结论满足任

意基本机构组成的混联运动系统 .

3. 2　广义特征状态方程分解

混联系统组合运算分析 ,包括由组合方式及

其组合单元的广义特征状态方程形式来确定系统

特征状态方程的分解形式、分解条件及特征计算

规则等 .

广义特征状态方程的运算 ,实际上对应的是

相同或者不同组合单元间的连接与匹配 . 由前面

推导可知 ,组合关系与特征状态矩阵运算的对应

关系:串联关系时为矩阵相乘 ;并联关系时则为矩

阵相加 . 相应矩阵中的元素遵循逻辑“与”及逻辑

“或”计算准则:

Ai j = ∑
q

k= 1
A

( 1)
ik  A

( 2)
kj ; Aij = A

( 1)
ij  A

( 2)
ij ( 4)

其中关于逻辑与 及逻辑或 的计算规律为

1 0= 0, 0 1 = 0, 0 0= 0, 1 1= 1;

1 0= 1, 0 1 = 1, 1 1= 1, 0 0= 0

矩阵的分解问题实质是组合方式分析的逆问

题 . 由广义特征状态方程确定矩阵分解计算顺序

是由外而内分 ,即先 后 ,分析时顺序则相反 .

特征状态方程与可能的特征状态模型 (组合

单元 )是一对多关系 ,说明系统要求 (特征状态方

程 )可以通过多种组合方式分别实现 ,体现针对

不同组合关系分析的必要性 . 另外 ,系统组合方

式和参与组合的基本机构输入输出矢量决定广义

特征状态矢量个数和特征状态方程形式 .

3. 3　广义特征计算

组合特征是指基于组合方式的特征变换规

律 . 抽象状态分析基础上的组合特征有多层表达

模式 ,如广义与狭义等 . 为表达组合模型体现的

组合关系及组合功能 ,进行广义特征分析:

当单元组合关系为串时 ,上一个输出矢量的

特征被传递给下一个输入矢量 ,系统特征为两个

串接单元特征的逻辑与关系 ,有

Fs = F2 F1 ( 5)

当组合关系为并时 ,第一种情况:分支 . 此时

一个混合特征被分配成两个或者多个特征 (或者

混合特征 ) ,由于构件间的固接关系 ,运动特征被

毫无保留地传递给下一个输入矢量 ,有

Fs = F2 = F1 ( 6)

另一种情况: 汇合 . 两个或者多个特征汇合

成一个混合特征 ,输出运动为多汇合运动的合成 ,
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特征的合成关系遵循逻辑或的原则 ,有

Fs = F2 F1 ( 7)

上述串、并联关系 ,可以发生在不同组合模型

的输入输出矢量之间 ,也可在不同基本机构的输

入与输出分量之间 .

特征计算顺序是由内而外 ,即先 后 . 依

据不同组合模型 ,有相应的特征运算关系 ,不是特

征的单纯组合 ,还会出现特征的取舍及其他变异

情况 .

4　基本组合实例分析

由具体的机构组合系统 ,分析其组合方式 ,利

用所属组合单元的广义特征状态方程 ,依据矩阵

及特征运算的规则 ,并针对具体机构单元实例 ,代

入方程中计算出组合系统的输入输出间运动功能

转换情况 .

以 L H-1182型缝纫机针杆传动机构 (两自由

度 )为例分析图 4(a ) ,曲柄 1和 5驱动针杆 3作平

面运动 ,即上下往复刺料运动及摆动送料运动 .

( a)五杆 -曲柄摇杆组合机构　 ( b)运动传递关系框图

图 4　基本组合机构实例
Fig. 4　 Illustration fo r basic combined mechanism

　　分析组合方式 ,其广义特征模型见图 5.

图 5　广义特征模型
Fig . 5　 Gene ralized charac teristic sta te model

　　其广义特征状态方程为

ro = (B1　B2A )
ri1

ri2
= As

ri1

ri2
( 8)

式中 A为曲柄导杆机构 , B为 2自由度 RRRPR型

五杆机构 ,建立如图 5所示的系统参考坐标系

{ 0} ,机构单元坐标系 {A } {B }与其重合 .

( 1)写出系统特征状态矩阵 As

由系统输入输出功能特征提取 ,输入运动特

征 矢 量 ri1 = (wx　 0　 0　 0　 0　 0) T; ri2 =

(wx　 0　 0　 0　 0　 0) T; 输 出 ro =

(wx　 0　 0　 0　vy　vz )
T
. 确定系统特征状态矩

阵 As:

kvnr 0 0 0 0 0 kvnr 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

kvnr 0 0 0 0 0 kvnr 0 0 0 0 0

kvnr 0 0 0 0 0 kvnr 0 0 0 0 0

( 9)

( 2)基本机构单元特征状态方程 [ 9]

① 2自由度 RRRPR型的曲柄导杆机构

B机构的构件 1和 2为主动件 ,构件 3输出 ,

此时的特征状态方程为 roB = B1riB
1
+ B2riB

2

w
( 3)
x

0

0

0

v
( 3)
y

v
( 3)
z

=

kvnr 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

kvnr 0 0 0 0 0

kvnr 0 0 0 0 0

w
( 1)
x

0

0

0

0

0

+

kvnr 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

kvnr 0 0 0 0 0

kvnr 0 0 0 0 0

w
( 4)
x

0

0

0

0

0

( 10)

② 转动导杆机构 A中的输入构件为 5,输出

构件为 4,有 roA = AriA

w
( 4)
x

0

0

0

0

0

=

kvnr 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

w
( 5)
x

0

0

0

0

0

( 11)

( 3)广义特征状态方程具体化

由组合关系矢量方程 riB
2

= roA ; riA = ri2; riB
1

= ri1 ; roB = r o有 As = (B1　B2A ) ,代入具体矩阵 ,

并结合特征与矩阵运算规则得到计算结果 .

( 4)验证分析结果

As与系统功能要求实现的运动特征状态矩

阵形式一致 ,可见具体机构的组合关系分析与模

型的广义状态方程的分析结果相一致 .

可见 ,系统矩阵 As = (As1　As2 ) ,根据特征模

型的状态方程公式 ,以相对串联的方式 (逻辑与 )

分解 As1 或者 As2 , 矩阵的分解结果可能为

(B1　B2A )或者 (B1A　B2 ) ,再对应基元模型的基

元连接关系 ,B1A或者 B2A中的后者 A ,对应单自
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由度基本机构 ,B为多自由度基本机构 ,对应不同

的基本机构来实现 ,可从中选出合适的组合设计

方案 .

以上的实例验证了利用组合方式数学模型 ,

即广义特征状态方程方法的正确性 . 反过来 ,设

计综合选型过程中 ,在满足系统输入输出数目要

求前提下 ,预先选择合理的代表组合方式的特定

组合单元结构形式 ,通过对应组合单元的广义特

征状态方程及单元组合时的方程间运算关系 ,得

到内部机构单元的运动传递关系 ,并由系统具体

的输入输出运动功能要求 ,通过代表的相应基本

机构单元数据知识库中选型设计 ,可获得对应该

组合方式的可行机构组合方案解集 .

5　结　论

( 1)提出利用广义特征状态组合模型来抽取

输入输出特征属性 ,表达基本机构功能特征及其

组合拓扑关系的方法 ,为复杂系统功能分析提供

一种新途径 .

( 2) 建立组合方式的广义特征状态方程 ,尤

其是以往未见分析的并联式数学模型 ,奠定了混

联机械系统概念设计自动解算的重要基础 .

( 3)广义运动特征矢量间的组合计算对应基

本机构间不同组合形式 ,矢量的特征值计算是组

合特征分析的依据 .
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Generalized characteristic state equations for

combination patterns of hybrid mechanism system

ZHANG　Li -ping ,　WANG　De -lun
*

( Key Lab . for Precis . & Non-tradit . Mach . Technol . of Minist . of Edu . ,

　　Dalian Univ . of Technol . , Dalian 116024, China )

Abstract: A new generali zed cha racteristic state analy zing method for hybrid mechanism system is

proposed. First , the basic combination pat terns are investig ated as w ell as related to the behavior of

hybrid combination mechanism and the generali zed characteristic state model sets are established

acco rding to the classi fied basic combination pat terns. And then, g eneralized characteristic state

equations are deriv ed and the ma thematic models of va rious combination pat terns a re set up.

Meanwhi le, the alg orithm , t ransferring the compound combination system to the opera tion of the

generali zed characteristic sta te v ecto rs, is analy zed acco rding to the co rresponding combination

pat terns. Thus, the reference regulation fo r the synthesis of kinematic schemes and the decomposition

method are applied to conceptual design of the hybrid mechanica l sy stem. The mathema tical model of

the hybrid combination pat tern facilitates the characterization of the basic mechanism uni ts and basic

combina tion pa tterns, t ransfo rmation of problem specifications, decomposi tion into sub-problems,

and the abi li ty to sy stem synthesis g enerated automatically.

Key words: conceptual design; hybrid system; combination pat tern; g enerali zed cha racteristic state

equa tion
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