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摘要: 在具有可转让效用的 n人合作博弈理论中建立了一个动态联盟博弈模型 . 首先用

Markov随机过程来描述联盟结构是如何随着时间的变化而变化的 ,定义了状态概率等概念 .

然后将局中人在不同时期的策略选择归结为在时间序列集S = { 0, 1,… ,f}上的有序选择 .

给出局中人在时间序列集S 中每一点的 SK值 (支付 ) . 提出了动态联盟博弈的 SK公理 ,证

明了每个博弈具有 SK公理意义下的惟一解 . 该模型是对动态联盟博弈研究方法的一次新的

探索 ,拓展了联盟博弈理论 .
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0　引　言

最近的文献从方法论的角度将 n人合作博弈

理论分为三个重要方向:一从特征函数的定义 ,引

出战略博弈方向 ;二从核心和讨价还价集的定义 ,

引出连续解的方向 ;三从局中人是否有远见的角

度 ,引出动态合作博弈方向 [ 1] . 理论界对非合作

博弈研究比较充分 . 对动态合作博弈的研究 ,一

直以来是一个重点和难点问题 . 核心是合作博弈

中出现最早的解概念 ,它在博弈论中占有非常重

要的地位 . 稳定集的概念是为了解决核心的非空

性而提出的 ,曾有大量的文献讨论稳定集的非空

性判定问题 [2 ] , 1968年 Lucas[3 ]给出了没有稳定

集的具有 10个局中人的博弈 ,从而否定了稳定集

的非空性 . Shapley值 [ 4] 的出现从根本上解决了

解的非空性问题 ,但没有解决解的动态性问题 .

最近对动态联盟的研究
[1、 5～ 8 ]

主要是用随机过程

来定义联盟结构的变化 ;用 M arkov链定义联盟

结构之间的转移概率 ,没有针对解的动态性加以

深入研究 . 动态联盟是指联盟结构随时间不断演

　　

化的过程 . 本文将时间作为离散变量引入到联盟

博弈中 ,研究联盟在不同时间点上的解概念 ,并且

采用标准的 (公理的 )方式描述该解的非空性和

惟一性问题 .

1　动态联盟博弈模型的建立

在具有可转让效用 ( transferable uti li ty )的 n

人合作博弈理论中 ,设 n个局中人的集合用 N表

示 , N的任意一个子集 S称为一个联盟 . 局中人

之间的合作可能性用一个特征函数 v ( S )来表示 ,

特征函数 v ( S )表示 S中的成员无需求助于 S之

外的局中人所能得到的可转让效用的总和 . 特征

函数代表了局中人之间的合作可能性 ,于是一个

特征函数可以代表一个联盟博弈 . 为了研究联盟

博弈的动态性问题 ,本文首先需要定义状态集的

概念 .

定义 1　 设 X = {S ( 0) , S ( 1) ,… , S (f) }是联盟

结构与时间序列集S = { 0, 1,… ,f}相对应的状

态集 . 每一个时间点表示一个联盟结构的持续时

　　



间间隔 ,在此时间间隔内 ,该联盟结构保持了 (至

少 )一个协议 (局中人之间达成的具有约束力的

合作协议 ) . 在每个新的时间间隔的开始 ,标志着

一个新协议的产生 ,该时间间隔持续到下一个新

协议 (不总是达到一个均衡状态 )的产生为止 .

本文可以将联盟结构看成是一个系统 ,在每

一次系统变化过程中 ,局中人 i的策略选择 ,主要

考虑目前的支付及采用新的策略之后的支付 . 设

联 盟 结 构 在 f点 的 状 态 向 量 S
(f)

=

( S(f)
1 　S

(f)
2 　…　 S

(f)
( 2n- 1) )包含 2n - 1个分量 ,f∈

S . 这是因为 n个局中人最多能形成 2n - 1个联

盟 ,其中每一个分量代表 f点的联盟结构可能包

含此联盟的概率 . 经过一次转移后 ,联盟结构在f

+ 1点所处系统状态向量为 S
(f+ 1) . 若存在矩阵

P
(f) ,其中 P ij是f时刻的向量 S

(f)的分量 S
(f)
i 转移

到f+ 1时刻的向量 S
(f+ 1)的分量 S

(f+ 1)
j 的概率 ,

且∑
2
n

- 1

j= 1
Pi j = 1,使得 S

(f+ 1)
= S

(f)
P

(f)
,则称矩阵 P

(f)

为联盟结构从点f转移到点f+ 1的转移矩阵 .

由于在f点的系统状态概率 S
(f) 中的每个分

量 ,正好代表在 f时刻系统中出现该联盟的可能

性大小 ,本文可以利用其求出在f时刻每个局中

人的预期支付 . 这也是本文基于 Markov随机过

程来研究 n人动态联盟的主要目的 . 为了便于求

出在f时刻每个局中人的预期支付 ,本文给出如

下定义 .

定义 2　在f点局中人集 N的子集 Sj的状态

概率定义为动态联盟博弈 v在f时刻所处系统状

态向量 S
(f)
的分量 S

(f)
j ( j = 1, 2,… , 2

n
- 1) ,记为

PS
j
. 于 是 有 ( PS

1
　PS

2
　…　PS

( 2
n

- 1)
) =

( S(f)
1 　S

(f)
2 　…　 S

(f)
( 2n- 1) ) ,并且∑

2n- 1

j= 1

PS
j
= 1.

有了动态联盟博弈局中人集 N的子集 Sj在f

时刻所处状态概率定义 ,还需要讨论联盟结构的

性质 . 联盟结构的变化具有①无后效性: 局中人

在f时刻进行策略选择时 ,只考虑其在f- 1时刻

所得到的支付情况 ;②稳定性: 当博弈结构不发

生变化时 (本文是在同一个联盟结构下来讨论动

态联盟博弈的 ) ,局中人一旦获得 Pareto最优支

付时 ,便不再改变策略 . 当所有局中人都获得

Pareto最优支付时 ,联盟结构便达到稳定状态 .

因此动态联盟即联盟结构的变化是一个渐进的过

程 ,符合 Markov链预测模型的条件 ,可以利用

Markov链预测模型求解局中人在时间序列集S
中每一点的预期支付值 .

2　动态联盟博弈的值

本文用一个值函数来表示动态联盟博弈的解

概念 . 这里所谓的值 ( a payoff function)概念是

指在博弈过程中赋予每个局中人支付的支付函

数 . 例如在静态博弈中 ,有著名的 Shapley值及

Bazhaf-Coleman值等 . 在动态联盟博弈中 ,基于

Markov随机过程理论 ,本文提出了动态联盟博弈

的值概念 .

定义 3　 设 n 维向量 ξ(v ) = (a1 (v )　

a2 (v )　…　an (v ) ) ,ai (v )满足

ai (v ) = ∑
T N
i∈ T

PT
i (v ( T ) - v ( T - {i } ) ) ,

i = 1, 2,… ,n ( 1)

PT
i
是 N的子集 T在f时刻的状态概率 ,则称ξ(v )

为基于 Markov随机过程的动态联盟博弈的 SK

值 .

从式 ( 1)可以看出 , SK值是基于局中人加入

某联盟边际贡献和形成该联盟的可能性大小得出

的 . (v ( T ) - v ( T - {i } ) )表示局中人 i在f时刻

加入联盟 T的边际贡献 ;状态概率 PT
i
表示在f时

刻形成联盟 T的可能性的大小 . 根据式 ( 1)可以

求出局中人 i在动态联盟时间序列集S中每一点
f的预期支付 ,这是 SK值区别于 Shapley值的意

义所在 .

按照合作博弈的分析思路 ,提出一种新的解

概念之后 ,需要对其性质进行理论分析: SK值应

该满足一组“公正”的规则—— 公理体系 ,这组规

则无论从局中人的角度还是从博弈理论的角度来

看 ,都应该是合理的 . 如果局中人都按照这组规

则进行博弈 ,就能保证解的合理性 .

在描述 SK值的公理体系之前 ,首先需要给

出如下的引理和定理:

引理 1　对任何联盟 S , 若博弈 w S是由式

wS ( T ) =
0; S T

1; S T

定义的截口博弈 , 则有如下结论:
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ai (w S ) =

1
|S|

; i∈ S

0; i∈/ S

其中|S|表示联盟 S中所含局中人的个数 .

推论 1　如果 c > 0,那么

ai (cw S ) =

c
|S|

; i∈ S

0; i∈/ S

定理 1　对任何 n人博弈 v , 存在 2n - 1个实

数 cS , S N ,使 v = ∑
S N

cSw S , 其中 wS的定义同

引理 1.

上述引理和定理最早由 Shapley为了证明

Shapley值的非空性而提出并加以证明 (见文献

[4] ) ,后来被广泛引用 .

3　动态联盟博弈的公理

为了证明 SK值的非空性 ,本文可以用一组

动态联盟博弈的公理来描述值函数a(v )应具有

的性质 .

公理 S1 (有效性 )　如果 S是博弈 v的任意

一个载体 , 那么∑
i∈ S

ai (v ) = v ( S) .

公理 S2 (动态性 )　 ∑
i∈ T S N

[ ( - 1)
|S|-|T|

×

ai (w S ) ] = PS
i
, 其中ai (w S ) = 0,当 i∈/ S时 .

公理 S3 (可加性 )　如果 u和 v为任意两个

博弈 , 那么ai (u + v ) = ai (u ) + ai (v ) .

上述这三条公理实际上是一组社会选择公

理 ,它们不仅具有严格的数学定义 ,而且具有直观

的经济和物理意义 . 有效性规定联盟 S所带来的

效用只能在其内部进行分配 ,而对联盟 S没有贡

献的局中人不予分配 ;动态性规定局中人集 N的

子集 Si在f时刻所处状态概率 PS
i 是由所有局中

人 ( i= 1, 2,… , n )从f- 1时刻的角度来预测 ,在

f时刻能够形成 Si 子集的可能性决定的 ;可加性

由于涉及两个博弈之和的内容比较复杂 ,难以理

解 ,简单讲即局中人 i参加两个博弈 u和 v之和所

得到的支付等于分别参加 u和 v所得到的支付之

和 .

下面给出的定理可以看成是证明值函数

a(v )惟一性的引理 .

定理 2　对任意的 i∈ T N ,有

∑
i∈ T S N

(- 1)|S|-|T|
xi, S = PS

i
, i∈/ S ( 2)

式 ( 2)是个以 xi, S为未知量的∑
n

s= t

n - t

s - t
=

2n- t ( t = |T|, s = |S|)元线性方程 . 此方程构成

的方程组有惟一解 . 其中未知量 xi , S的下标是由

局中人 i和包含局中人 i的联盟 T所决定的 . 若 i

≠ j或 T≠ T′只要有一种情况成立 ,本文便认为

xi, T与 x j, T′是不同的未知量 . 当且仅当 i = j与 T

= T′同时成立 ,xi , T与 xj , T′是相同的未知量 . 给

定一个局中人 i和一个包含局中人 i的联盟 T ,便

得到一个形如式 ( 2)的方程 . 当 i取遍所有局中人

集合的元素 , T取遍所有包含 i的联盟的时候 ,便

得到一个 2n - 1元的线性方程组 ,此方程组所含

方程的个数为 2n - 1.

证明　 首先将方程组中的方程按照一定的

顺序进行排列 .

一个确定的 i和 T便决定了一个方程 ,因此 ,

将序列对集合 A = { ( i , T )|i∈ T N }中的元素

按照一个规则 ,排出了一个先后顺序 ,也就相当于

把方程组中的方程排出一个先后顺序 . 下面给出

A中元素的一个排序方法 .

对于 ( i , T ) , ( j , T′) ∈ A且 ( i , T )≠ ( j ,

T′) , ( i , T )与 ( j , T′)的前后关系由下列规则确

定:

( 1)若|T|> |T′|,则 ( i , T )排在 ( j , T′)前

面 ;反之 ,则 ( i , T )排在 ( j , T′)的后面 .

( 2)若|T|= |T′|,则 i与 j中较小者所在的

序对排在前面 ,即若 i < j ,则 ( i , T )排在 ( j , T′)

之前 ;反之 , ( i , T )排在 ( j , T′)之后 .

( 3)若 i = j且|T|= |T′|,则将 N - T及

N - T′中的元素分别由小到大排列起来 ,记为

N - T = {i1 , i2 ,… , in - t } , i1 < i2 < … < in- t

N - T′= { j1 , j2 ,… , jn - t′} , j 1 < j2 < … <

jn - t′

这里 t = |T|, t′= |T′|. 因为|T|= |T′|,所以

t = t′,因此 n - t = n - t′. 此时 ,按以下规则排

定 ( i , T )与 ( j , T′)的前后顺序 .

若 i 1 < j1 ,则 ( j , T′)排在 ( i , T )的后面 ,否则

( i , T )排在 ( j , T′)的后面 ;若 i 1 = j1 ,则比较 i 2与

j 2的大小 ,若 i2 < j2 ,则 ( i , T )排在 ( j , T′)的前面 ,

否则 , ( j , T′)排在 ( i , T )的前面 ;若 i2 = j2 ,则比

较 i3与 j 3的大小 ,依此类推 ,总可以确定出 ( i , T )
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与 ( j , T′)的前后顺序 .

于是按上述规则可以将 A中的元素排出一个

先后顺序 . 令序对 ( i , T )对应方程

∑
i∈ T S N

(- 1)
|S|-|T|

xi, S = PS
i

便可以将方程组中的方程与 A中的元素建立一一

对应关系 ,故也可以按以上规则将方程组中的方

程排出一个先后顺序 ,具体定出如下:

∑
1∈ N S N

( - 1)
|S|-|N|

x 1, S = PN
1

( 1, N )

∑
2∈ N S N

( - 1)
|S|-|N|

x 2, S = PN
2

( 2, N )

…

∑
n∈ N S N

( - 1)
|S|-|N|

xn ,S = PN
n

(n, N )

∑
1∈ N - { 2} S N

( - 1)
|S|-|N - { 2}|

x 1, S = P ( N - { 2} )
1

( 1,N - { 2} )

∑
1∈ N - { 3} S N

( - 1)|S|-|N - { 3}|
x 1, S = P ( N - { 3} )

1

( 1,N - { 3} )

　　　　　　　…

∑
1∈ N - { n} S N

( - 1)
|S|-|N - {n }|

x 1, S = P (N - {n } ) 1

( 1,N - {n} )

∑
2∈ N - { 1} S N

( - 1)|S|-|N - { 1}|
x 1, S = P ( N - { 1} )

2

( 2,N - { 1} )

∑
2∈ N - { 3} S N

( - 1)|S|-|N - { 3}|
x 2, S = P ( N - { 3} )

2

( 2,N - { 3} )

　　　　　　　…

∑
2∈ N - { n} S N

( - 1)|S|-|N - {n }|
x 2, S = P (N - {n } )

2

( 2,N - {n} )

　　　　　　　…

∑
n∈ N - { 1} S N

( - 1)|S|-|N - { 1}|
xn , S = P (N - { 1} )

n
,

(n ,N - { 1} )

∑
n∈ N - { 2} S N

( - 1)|S|-|N - { 2}|
xn , S = P (N - { 2} )

n
,

(n ,N - { 2} )

　　　　　　　…

∑
n∈ N - { n- 1} S N

( - 1)|S|-|N - {n - 1}|
xn, S = P ( N - {n - 1} )

n
,

(n ,N - {n - 1} )

∑
1∈ N - { 2, 3} S N

( - 1)|S|-|N - { 2, 3}|
x 1, S = P ( N - { 2, 3} )

1
,

( 1, N - { 2, 3} )

∑
1∈ N - { 2, 4} S N

( - 1)|S|-|N - { 2, 4}|
x 1, S = P ( N - { 2, 4} )

1
,

( 1, N - { 2, 4} )

　　　　　　　…

∑
1∈ N - { 2, n} S N

( - 1)|S|-|N - { 2,n }|
x 1, S = P (N - { 2,n } )

1
,

( 1, N - { 2,n} )

∑
1∈ N - { 3, 4} S N

( - 1)
|S|-|N - { 3, 4}|

x 1, S = P ( N - { 3, 4} ) 1 ,

( 1, N - { 3, 4} )

　　　　　　　…

∑
1∈ N - { 3, n} S N

( - 1)
|S|-|N - { 3,n }|

x 1, S = P (N - { 3,n } ) 1 ,

( 1, N - { 3,n} )

∑
1∈ N - { 4, 5} S N

( - 1)|S|-|N - { 4, 5}|
x 1, S = P ( N - { 4, 5} )

1
,

( 1, N - { 4, 5} )

　　　　　　　…

∑
n∈ N - { n- 1} S N

( - 1)|S|-|N - {n - 1}|
xn, S = P ( N - {n - 1} )

n
,

(n ,N - {n - 1} )

( 3)

经过计算 ,将以上的方程组中每一个方程进

行整理 ,又可以得到与其等价的方程组如下:

x 1,N = PN
1

( 1, N )

x 2,N = PN
2

( 2, N )

　　　…

xn ,N = PN
n

(n, N )

- x 1,N + x 1,N - { 2} = P (N - { 2} )
1

( 1,N - { 2} )

- x 1,N + x 1,N - { 3} = P (N - { 3} )
1

( 1,N - { 3} )

　　　　　　　　…

- x 1,N + x 1,N - {n } = P( N - { n} )
1

( 1,N - {n} )

- x 2,N + x 2,N - { 1} = P (N - { 1} )
2 ( 2,N - { 1} )

- x 2,N + x 2,N - { 3} = P (N - { 3} )
2

( 2,N - { 3} )

　　　　　　　　…

- x 2,N + x 2,N - {n } = P( N - { n} )
2

( 2,N - {n} )

　　　　　　　　…

- xn ,N + xn ,N - { 1} = P ( N - { 1} )
n

(n, N - { 1} )

- xn ,N + xn ,N - { 2} = P ( N - { 2} )
n

(n ,N - { 2} )

　　　　　　　　…
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- xn ,N + xn ,N - {n- 1} = P ( N - {n - 1} )
n

(n, N - {n - 1} )

∑
1∈ N - { 2, 3} S N

S≠N - { 2, 3}

( - 1)|S|- n+ 2
x 1, S + x1 ,N - { 2, 3 } =

P ( N - { 2, 3} )
1

( 1, N - { 2, 3} )

∑
1∈ N - { 2, 4} S N

S≠N - { 2, 4}

( - 1)|S|- n+ 2
x 1, S + x1 ,N - { 2, 4 } =

P ( N - { 2, 4} )
1

( 1, N - { 2, 4} )

　　　　　　　　…

∑
1∈ N - { 2, n} S N

S≠N - { 2,n }

( - 1)
|S|- n+ 2

x 1, S + x 1,N - { 2,n } =

P ( N - { 2,n } )
1

( 1, N - { 2,n} )

∑
1∈ N - { 3, 4} S N

S≠N - { 3, 4}

( - 1)
|S|- n+ 2

x 1, S + x1 ,N - { 3, 4 } =

P ( N - { 3, 4} )
1

( 1, N - { 3, 4} )

　　　　　　　　…

∑
1∈ N - { 3, n} S N

S≠N - { 3,n }

( - 1)|S|- n+ 2
x 1, S + x 1,N - { 3,n } =

P ( N - { 3,n } )
1 ( 1, N - { 3,n} )

∑
1∈ N - { 4, 5} S N

S≠N - { 4, 5}

( - 1)|S|- n+ 2
x 1, S + x1 ,N - { 4, 5 } =

P ( N - { 4, 5} )
1 ( 1, N - { 4, 5} )

　　　　　　　　…

∑
n∈ N - { n- 1} S N

S≠ {n }

( - 1)|S|- n+ 2
xn , S + xn ,N - {n - 1} =

P ( N - {n - 1} )
1

(n ,N - {n - 1} )

( 4)

设以上方程组的系数矩阵为 D ,现在计算 D

的行列式 ,从方程组 ( 4)中取第 ( i , T )个方程

∑
i∈ T S N

S≠ T

(- 1)|S|-|T|
xi, S + xi , T = PT

i
( 5)

上式左端第一项中所含的所有未知量下标的序号

按照排序规则均在 ( i , T )的前面 (由于 S T且 S

≠ T ,|S|> |T|) . 未知量 xi , T的系数为 1,一切

下标序号排在 ( i , T )之后的未知量的系数全为 0.

所以 ,在矩阵 D的第 ( i , T )行上 ,处于主对角线位

置上的元素为 1,该行与主对角线相交处的元素

以后的所有元素全为 0. 由于式 ( 5)是方程组中

任取的方程之一 ,矩阵 D是一个下三角形矩阵 ,且

其对角线元素全是 1. 因此 ,D是一个非奇异矩

阵 ,并且 D的行列式的值为 1,故所述的方程组有

惟一的解 . 定理证毕 .

定理 3　惟一地存在一个以全体 n人博弈为

定义域且满足公理 S1～ S3的函数a,使得

ai (v ) = ∑
T N
i∈ T

PT
i
(v ( T ) - v ( T - {i } ) )

其中 PT
i
是 N的子集 T在 f时刻的状态概率 .

证明　由定理 1,对任意的 v ∈ g (N )有

v = ∑
S N

cSw S

由公理 S2得

ai (v ) = ∑
S N

cSai ( wS ) =

∑
S N
∑
T S

( - 1)|S|-|T|
v ( T ) ai (wS ) =

∑
T N
∑
S N

T∪ { i} S

( - 1)|S|-|T|ai (w S )v ( T ) =

∑
T N
∑
S N

i∈ T S
　

( - 1)
|S|-|T|

ai (w S )v ( T ) +

∑
S N

T= T′∪ { i} S
i∈ / T′

( - 1)|S|-|T|ai (w S )v ( T′) ] =

∑
T N
i∈ T

∑
S N

i∈ T S

( - 1)|S|-|T|ai (w S )v ( T ) +

∑
S N

i∈ T S

( - 1)
|S|-|T|

ai (w S )v ( T - {i } ) =

∑
T N
i∈ T

∑
i∈ T S N

( - 1)|S|-|T|ai (w S )v ( T ) ×

(v ( T ) - v ( T - { i } ) ) ( 6)

由公理 S1有

ai (v ) = ∑
T N
i∈ T

PT
i
(v ( T ) - v ( T - {i } ) ) ( 7)

由定理 2知 ,满足公理 S1～ S3的映射a是惟

一的 . 所以式 ( 7)的ai (v )在公理意义下是惟一

的 . 于是得到了动态联盟博弈值的具体表达形

式 ,称此值为动态联盟博弈的 SK值 ,其中 PT
i
是

在f时刻局中人集 N的子集 T的状态概率 . 定理

证毕 .

综上所述 ,引理 1、推论 1以及定理 1是为了

证明定理 3而引入的 ,定理 2的内容是具体论证a

的惟一性 ,定理 3证明了每个博弈具有 SK公理意

义下的惟一解 . 同时定理 3给出了局中人 i在时

间序列集S 中每一点的 SK值 . 即局中人 i在动

态联盟的每一点f的预期支付 ,都可以通过式 ( 7)

求得 .

4　结　语

本文以 Markov随机过程为基础 ,将动态联
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盟博弈看成是具有 Markov随机过程某些性质的

动态过程加以研究 . 将 n人合作博弈中的局中人

在不同时刻的策略选择归结为在时间序列集S
= { 0, 1,… ,f}上的有序选择 . 定义了在某一时刻

局中人集 N的子集的状态概率 ,并给出局中人在

时间序列集S 中每一点的 SK值 . 本文是对动态

联盟博弈研究方法的一次新的探索 ,初步建立了

随机动态联盟博弈理论框架 . 下一步可以利用

Markov随机过程基本理论对 n人动态联盟博弈

进行深入研究 ,例如利用正则链定理求得动态联

盟博弈的稳定集等 .
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Value of n-person dynamic coalition games
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Abstract: In o rder to set a dynamic model of endogenous coali tio n forma tion in cooperativ e games

w ith transferable utili ty, the process of the dynamic coa li tion fo rmation ( DCF) can be regarded as a

Markov chain. The status probability is defined under the process o f DCF, the st rategic selections

(determined by a best- reply rule) of each player at di fferent time periods up to the selections at time

serial setS = { 0, 1,… ,f} are summ ed. The SK value of player i at each dot in time serial T is giv en.

The SK axiom o f dynamic cooperativ e games is set. The SK value is proved to be the only so lution in

dynamic cooperativ e games wi th SK axiom. This model is a new exploration o f methodolog y , and in

the meantim e, i t enriches the dynamic coali tio n games.

Key words: dynamic coa li tion games; status probability; Shapley value
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