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摘要: 为制定合理的免疫接种策略 ,有效地防止传染病的产生和蔓延 ,研究了具有饱和传染

率的脉冲免疫接种 SIRS模型的动力学行为 . 利用 Floquet乘子理论和脉冲微分方程比较得

到无病周期解的存在性和全局渐近稳定性 ;利用分支定理得到正周期解存在的分支参数 . 结

果表明 ,对于所研究的系统 ,只有当免疫接种率θ> θ* ,或者脉冲免疫周期f < f* 时 ,疾病消

除 ;而当f> f0时 ,疾病会周期性地发生 ,形成地方病 .
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0　引　言

关于传染病模型的研究目前已取得大量成

果 ,但是 ,所涉及的模型大多数是常微分方程或时

滞微分方程 . 通常情况下 ,为了有效地控制传染

病的发生和流行 ,往往需要在给定的时间点进行

免疫接种 ,因此 ,一些传染病模型用具有脉冲的微

分方程描述更符合实际 . 目前 ,所见的具有脉冲

免疫接种的传染病模型的研究工作主要有

Roberts等和 Stone等的研究 . Roberts等研究了

出生具有脉冲的 SI传染病模型 ,给出了无病周期

解的存在性和局部稳定性 [1 ]; Stone等研究了具有

脉冲预防接种 SIR模型 ,得到了基本再生数 ,并证

明了无病周期解的局部渐近稳定性
[2 ]

. 此外 ,文

献 [3 ]研究了具有标准传染率的脉冲预防接种

SIRS传染病模型无病周期解的全局渐近稳定性 .

总而言之 ,具有脉冲免疫接种的传染病模型的研

究成果不多 ,也不完整 ,因此 ,本文研究具有饱和

传染率的脉冲免疫接种 SIRS模型 ,得到无病周期

解全局渐近稳定的充分条件 ,并应用分支理论研

究正周期解的存在性 ,得到周期解存在的分支参

数 .

1　模型的建立

具有饱和传染率的脉冲免疫接种 SIRS模型

流程图见图 1.

图 1　具有脉冲免疫接种的 SIRS模型流程图
Fig . 1　 The flow char t for the SIRS model with

pulse vaccination

　　相应的传染病动力模型为
dS (t )

dt
= -

U
1+ TS( t )

S (t ) I (t ) + kR (t )

dI (t )

dt
=

U
1+ TS ( t)

S (t ) I (t ) - λI (t )

dR (t )

dt
= λI ( t ) - kR (t )

t = kf

S (t
+

) = ( 1 - θ) S (t )

I (t
+

) = I ( t )

R (t
+

) = R (t ) + θS ( t)

t≠ kf

( 1)



　　这里把总人口 N ( t )分为易感者 S ( t )、染病

者 I ( t )和恢复者 R ( t )三类 . 系统 ( 1)的前 3个方

程相加得 dN ( t ) /dt = 0,所以 N ( t )是一个常数 .

为研究方便 ,不妨令 N ( t ) = S ( t ) + I ( t ) + R ( t )

= 1.
U

1+ TS ( t )
代表饱和传染率系数 ,λ代表移

除率系数 ,k代表失去免疫率系数 ,θ是免疫接种

率 ,f是脉冲免疫接种周期 ,k∈ Z+ ,T、U、k、λ、θ均

为正常数 . 系统 ( 1)的可行区域为K = { ( S ( t ) ,

I ( t ) , R ( t ) ) ∈ R
3
|0 ≤ S ( t ) , I ( t ) ,R ( t ) ≤ 1, 且

S ( t ) + I ( t ) + R ( t ) = 1} .

为研究方便 ,可考虑系统 ( 1)的等价系统

dS ( t )
dt

= -
U

1+ TS ( t )
S ( t ) I ( t ) +

　　　　k( 1 - S ( t ) - I ( t ) )

dI ( t )
dt

=
U

1+ TS ( t )
S ( t ) I ( t ) - λI ( t )

t = kf

S( t+ ) = ( 1 - θ) S ( t )

I ( t
+

) = I ( t )
t ≠ kf

( 2)

该系统的可行区域为 D = { ( S( t ) , I ( t ) ) ∈ R
2|0

≤ S( t ) , I ( t ) ≤ 1,且 S ( t ) + I ( t ) ≤ 1}.

2　无病周期解

2. 1　无病周期解的存在性

当 I ( t ) = 0时 ,系统 ( 2)变为

dS( t )
dt = k( 1 - S ( t ) ) ; t≠ kf

S( t+ ) = ( 1 - θ) S ( t ) ; t = kf
( 3)

系统 ( 3)在区间 kf≤ t ≤ (k + 1)f上的解为

S ( t ) =

1 - ( 1 - S (kf) ) exp( - k( t - kf) ) ;

　　　　　 kf≤ t < (k + 1)f

S ( (k + 1)f
+

) = ( 1 - θ) S ( (k + 1)f) ;

　　　　　 t = (k+ 1)f
设 F: S (kf) → S ( (k + 1)f)是一个映射 ,满足

S ( (k + 1)f
+

) = F ( S (kf) ) = ( 1 - θ) [1 - ( 1 -

S(kf) )exp(- kf) ]

该映射有惟一不动点

S
* = F ( S* ) =

( 1 - θ) ( 1 - exp(- kf) )
1 - ( 1 - θ) exp(- kf)

( 4)

不动点 S
* 是易感者 S ( t )在 t = (k + 1)f处以f

为周期的循环点 .

S
*

> S > 0时 ,有 S
*

> F ( S) > S; S > S
*

时 ,有 S > F ( S) > S
*

,所以不动点 S
*
全局渐近

稳定 ,从而由脉冲免疫接种导出的数列 {S(kf) }

必收敛于 S
* . 因此 ,系统 ( 2)在 kf≤ t < (k+ 1)f

内有无病f-周期解 ( S~ ( t ) , 0) ,其中

S
~ ( t ) = 1 - θexp( - k( t - kf) )

1 - ( 1 - θ) exp(- kf)
( 5)

2. 2　无病周期解的稳定性

定理 1　当 R′< 1时 ,系统 ( 2)的无病f-周

期解 ( S~ ( t ) , 0)是局部渐近稳定的 ,其中 R′=

U( exp(kf) - 1)
λ( ( 1+ T) ( exp(kf) - 1) + θ)

.

证明　作变换 x ( t ) = S ( t ) - S
~ ( t ) , y ( t ) =

I ( t ) ,当 t ≠ kf时 ,系统 ( 2)关于无病 f-周期解

( S~ ( t ) , 0)的线性化系统为

dx
dt

dy
dt

=

- k -
US

~ ( t )

1+ TS
~ ( t )

- k

0
US

~
( t )

1+ TS~ ( t )
- λ

x

y
( 6)

其基解矩阵为

Υ( t ) =
exp( - kt ) h12 ( t )

0 h22 ( t )

其中

h12 (t ) = -

US
~

( t )

1+ TS~ (t )
+ k

US~ (t )

1+ TS~ ( t)
+ k- λ

exp
US~ (t )

1+ TS~ ( t )
- λ t

h22 ( t ) = exp
US

~ ( t )

1+ TS~ ( t )
- λ t

当 t = kf时 ,由系统 ( 2)得脉冲矩阵

x ( t+ )

y ( t+ )
=

1 - θ 0

0 1

x ( t )

y ( t )

于是 ,系统 ( 6)的单值矩阵为

M =
1 - θ 0

0 1
Υ(f) =

( 1 - θ) exp( - kf) ( 1 - θ)h12 (f)

0 h22 (f)

显见 ,系统 ( 6)的两个 Floquet乘子 (矩阵 M的特

征值 )分别为

λ1 = ( 1 - θ) exp( - kf) < 1

λ2 = h22 (f) = exp
U( exp(kf) - 1)

( 1+ T) ( exp(kf) - 1) + θ
- λ

当且仅当 R′=
U( exp(kf) - 1)

λ( ( 1+ T) ( exp(kf) - 1) + θ)
<

1时 ,λ2 < 1. 由 Floquet定理
[4 ]

,无病 f-周期解

( S~ ( t ) , 0)局部渐近稳定 . 证毕 .

定理 2　当 R0 < 1时 ,系统 ( 2)的无病f-周

期 解 ( S~ ( t ) , 0) 全 局渐 近稳 定 , 其中 R0 =

U( exp(kf) - 1)
λ( ( exp(kf) - 1) + θ)

.
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证明　由系统 ( 2)的第一个方程 ,有

dS( t )
dt

≤ k( 1 - S ( t ) ) ; t≠ kf

S( t+ ) = ( 1 - θ) S ( t ) ; t = kf
( 7)

由脉冲比较定理 [5 ] ,对任意小的正数X,存在 N 1∈

Z+ ,使得 k ≥ N 1时 ,有

S ( t ) ≤ S
~ ( t ) + X,kf≤ t < (k+ 1)f

由式 ( 4)和 ( 5)得到

S ( t )≤
1 - exp(- kf)

1 - ( 1 - θ) exp(- kf)+ X=
S

*

1 - θ+ X

由系统 ( 2)的第二个方程 ,有

dI ( t )
dt

≤ U S
*

1 - θ+ k - λ I ( t )

作比较方程

dy ( t )
dt

= U S
*

1 - θ+ X - λ y ( t )

当 R0 =
US

*

λ( 1 - θ) =
U( exp(kf) - 1)

λ( ( exp(kf) - 1) + θ) < 1

时 ,存在充分小的正数X,使得U
S

*

1 - θ
+ X <λ,

于是 lim
t→∞

y ( t ) = 0,从而 lim
t→∞

I ( t ) = 0,即对任意小的

正数X,存在正整数 N 2≥ N 1 ,当 k≥ N 2时 ,有 I ( t )

< X.

又由系统 ( 2)的第一个方程 ,有

dS ( t )
dt

≥ - UXS ( t ) + k( 1 - X- S ( t ) )

作比较方程

du ( t )
dt

= - UXu ( t ) + k( 1 - X- u( t ) ) ; t ≠ kf

u( t
+

) = ( 1 - θ)u ( t ) ; t = kf

( 8)

则系统 ( 8)在 kf≤ t < (k+ 1)f内的周期解为

u~ (t ) =
k( 1 - X)

UX+ k
1 -

θexp( - (UX+ k) (t - kf) )

1 - ( 1 - θ) exp( - (UX+ k)f)

由脉冲比较定理 ,对任意X> 0,存在正整数 N 3≥

N 2 ,使得当 k ≥ N 3时 ,有

u
~ ( t ) - X≤ S( t ) ≤ S

~ ( t ) + X, kf≤ t < (k+ 1)f

当 X→ 0时 ,有 S
~

( t ) - X≤ S ( t ) ≤ S
~

( t ) + X,即

lim
t→∞

S( t ) = S
~ ( t ) . 于是 ,当 R0 < 1时 ,系统 ( 2)的f-

周期解 ( S~ ( t ) , 0)是全局吸引的 . 由定理 1, R′< 1

时 ( S~ ( t ) , 0)局部渐近稳定 ,而 R′< R0 ,所以当 R0

< 1时 ( S~ ( t ) , 0)全局渐近稳定 . 证毕 .

3　正周期解的存在性

由定理 2,系统 ( 2)存在全局渐近稳定的无病

周期解 ( S~ ( t ) , 0) . 下面把脉冲周期 f作为分支参

数 ,用分支定理 [6 ]来研究在 ( S~ ( t ) , 0)附近是否会

分支出非平凡的周期解 .

为了与分支定理中的记号一致 ,令 x 1 ( t ) =

S ( t ) ,x 2 ( t ) = I ( t ) ,这时系统 ( 2)变成

x′1 (t ) = -
Ux 1 (t ) x 2 ( t)

1+ Tx 1 ( t )
+ k( 1 - x 1 ( t) -

　　　 x 2 ( t ) )  F1 (x 1 (t ) , x 2 (t ) )

x′2 (t ) =
Ux 1 (t ) x 2 ( t)

1+ Tx 1 ( t )
- λx 2 ( t )  

　　　 F2 ( x 1 ( t ) , x 2 ( t ) )

　 t = kf

x 1 ( t
+

) = ( 1 - θ) x 1 ( t )  θ1 ( x 1 (t ) ,x 2 (t ) )

x 2 ( t
+

) = x 2 ( t )  θ2 ( x 1 ( t) , x 2 (t ) )

　 t≠ kf

( 9)

令Y( t ) = ( S~ ( t ) , 0) = (x~ 1 ( t ) , 0) ,

 H1 (f0 , x 0 )
 x 1

= exp∫
f

0

0

 F1 (Y(r ) )
 x 1

dr ,

 H2 (f0 , x 0 )
 x 2

= exp∫
f

0

0

 F2 (Y(r ) )
 x 2

dr ,

 H1 (f0 ,x 0 )

 x 2
=∫

f
0

0
exp∫

f
0

u

 F1 (Y(r ) )

 x1
dr ×

 F1 (Y(u) )
 x 2

exp∫
u

0

 F2 (Y(r ) )
 x2

dr du

经计算得到

d′0= 1 -
 θ2

 x 2

 H2

 x 2
(f0 ,x 0 ) =

1 - exp∫
f

0

0

Ux
~

1 (r )

1+ Tx~ 1 (r )
- λ dr ,

(f0是 d′0= 0的根 )

a′0= 1 -
 θ1

 x 1

 H1

 x 1
(f0 ,x 0 ) = 1 - ( 1 -

θ) exp( - kf0 ) > 0,

b′0= -
 θ1

 x1

 H1

 x 2
+

 θ1

 x 2

 H2

 x2
(f0 ,x 0 ) =

- ( 1 - θ) ,

∫
f

0

0
exp( - k(f0 - u ) ) -

Ux
~

1 (u )

1+ Tx~ 1 (u )
- k ×

exp∫
u

0

Ux
~

1 (r )

1+ Tx~ 1 (r )
- λ dr du > 0,

 
2
H2 (f0 , x 0 )

 x 1 x 2
=∫

f
0

0
exp∫

f
0

u

 F2 (Y( r) )

 x 2
dr ×

 
2
F2 (Y(u ) )

 x 1 x 2
exp∫

u

0

 F2 (Y( r ) )

 x 2
dr du =

∫
f

0

0
exp∫

f
0

u

 F2 (Y( r) )

 x 2
dr

U
( 1+ Tx~ 1 ( u) )

2×

exp∫
u

0

 F2 (Y(r ) )

 x 2
dr du > 0,
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2
H2 (f0 , x 0 )

 x
2
2

=∫
f

0

0
exp∫

f
0

u

 F2 (Y( r) )

 x 2
dr

 
2
F2 (Y( u) )

 x
2
2

×

exp∫
u

0

 F2 (Y(r ) )

 x 2
dr du+

∫
f

0

0
exp∫

f
0

u

 F2 (Y( r ) )

 x 2
dr

 
2
F2 (Y(u ) )

 x 2 x 1
×

∫
u

0
exp∫

u

p

 F1 (Y( r ) )

 x 1
dr

 F1 (Y( u) )

 x 2
×

exp∫
p

0

 F2 (Y( r ) )

 x 2
dr dp du =

∫
f0

0
exp∫

f
0

u

 F 2(Y(r ) )

 x2
dr

U

( 1+ Tx~ 1 (u ) )
2 ×

∫
u

0
exp∫

u

p

 F1 (Y( r ) )

 x 1
dr ×

- Ux~ 1 ( u)

1+ Tx~ 1 ( u)
- k ×

exp∫
p

0

 F2 (Y( r ) )

 x 2
dr dp du < 0,

 
2
H2 (f0 , x 0 )

 f~ x 2
=

 F2 (Y(f0 ) )

 x 2
exp∫

f
0

0

 F2 (Y(r ) )

 x 2
dr =

Ux~ 1 (f0 )

1+ Tx~ 1 (f0 )
- λ exp∫

f
0

0

 F2 (Y(r ) )

 x 2
dr ,

 H1 (f0 , x 0 )

 f~
= x

～ 

1 (f0 ) =

k 1 -
( 1 - θ) ( 1 - exp( - kf0 ) )

1 - ( 1 - θ) exp( - kf0 )
×

exp( - kf0 ) > 0,

B = -
 

2
θ2

 x 1 x 2

 H1 (f0 , x 0 )

 f~
+

 H1 (f0 , x 0 )

 x 1

1

a′0

 θ1

 x 1
×

 H1 (f0 ,x 0 )

 f~
 H2 (f0 ,x 0 )

 x 2
-

 θ2

 x 2

 
2
H2 (f0 , x 0 )

 f~ x 2
+

 
2
H2 (f0 , x 0 )

 x 1 x 2

1

a′0

 θ1

 x 1

 H1 (f0 ,x 0 )

 f~
=

-
Ux~ 1 (f0 )

1+ Tx
~

1 (f0 )
- λ exp∫

f
0

0

 F2 (Y( r) )

 x 2
dr +

 
2
H2 (f0 , x 0 )

 x 1 x 2

1

a′0
( 1 - θ)

 H1 (f0 ,x 0 )

 f~
,

C = - 2
 

2
θ2

 x 1 x 2
-

b′0

a′0
 H1 (f0 , x 0 )

 x 1
+

 H1 (f0 , x 0 )

 x 2
×

 H2 (f0 , x 0 )

 x 2
-

 
2
θ2

 x
2
2

 H2 (f0 ,x 0 )

 x 2

2

+

2
 θ2

 x 2

b′0

a′0

 
2
H2 (f0 , x 0 )

 x 2 x 1
-

 θ2

 x 2

 
2
H2 (f0 ,x 0 )

 x
2
2

=

2
b′0

a′0

 
2
H2 (f0 , x 0 )

 x 2 x 1
-

 
2
H2 (f0 ,x 0 )

 x
2
2

> 0

下面判断 B的符号 . 令 f ( t ) =
Ux~ 1 ( t )

1+ Tx~ 1 ( t )
-

λ, s′0 =
θ

1 - ( 1 - θ) exp( - kf)
, 有 f′( t ) =

Us′0 kexp( - kt )
[1+ T( 1 - s′0 exp(- kt ) ) ]

2 > 0,因此 f ( t )是

严格递增的 . 又由于 f0 是 d′0 = 0的根 , 有

∫
f

0

0
f ( t ) dt = f ( t )f0 = 0,从而有 f (f0 ) > 0,因此得

到 B < 0(也即有 BC < 0) . 利用分支定理 ,有下

面的结论 .

定理 3　在点 f0处系统 ( 2)发生了超临界分

支 ,即f> f0并且在f0附近 ,系统 ( 2)存在一个正

周期解 .

在模型 ( 1)中 ,设U= 2,T= 1,k= 0. 6,λ=

0. 4,θ= 0. 5, 初始值取 ( S ( 0) , I ( 0) , R ( 0) ) =

( 0. 6, 0. 02, 0. 375) . 图 2显示了当 f= 0. 3时

S ( t )、 I ( t )的时间序列 . 可以看到 ,当 t从 195到

210时 , I ( t ) → 0, S ( t )渐近稳定到一个周期解 .

图 3显示了当f= 0. 4时 S ( t )、 I ( t )的时间序列 .

可以看到 ,当 t从 260到 280时 , S ( t )、 I ( t )分别渐

近稳定到一个周期解 . 由上可知 ,以脉冲周期作

为分支参数的分支临界值f0在 0. 3和 0. 4之间 .

( a) S ( t) ( b) I (t )

图 2　 f= 0. 3时的时间序列图

Fig. 2　 Time-series when f= 0. 3

463　第 3期　　 庞国萍等: 具有饱和传染率的脉冲免疫接种 SIRS模型分析



( a) S ( t) ( b) I (t )

图 3　 f= 0. 4时的时间序列图
Fig. 3　 Time-series when f= 0. 4

4　结　论

对生物体进行脉冲免疫接种能有效地防止疾

病的产生和控制疾病的蔓延 ,通常的策略是提高

免疫接种率 . 在系统 ( 1)中 ,只要免疫接种率θ>

θ* : = U- λ
λ( exp(kf) - 1)

,或者脉冲免疫周期 f <

f
*

: =
1

k
ln

U- λ+ λθ
U- λ

时 ,疾病消除 ; 而当 f>

f0 (f0是方程 d′0= 0的根 )时 ,疾病会周期性地发

生 ,从而形成地方病 .
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Analysis of SIRS model with

saturated contact rate and pulse vaccination

PANG　Guo -ping
* 1, 2 ,　TAO　Feng -mei

1, 3 ,　CHEN　Lan -sun
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( 1.Dept . of Appl . Math . , Dal ian Univ . of Technol . , Dalian 116024, China ;

2.Dept . of Math . & Comput . Sci . , Yulin Norm . Univ . , Yulin 537000, China ;

3.Dept . of Math . , Anshan Norm . Univ . , Anshan 114005, China )

Abstract: In o rder to consti tute the reasonable imm une vaccina tion st rateg y and prevent the

infectious diseases f rom arising and spreading effectiv ely, the dynamical behav io r of a SIRS model

w ith satura ted contact ra te and pulse vaccination is investiga ted. Using Floquet theo ry and com pa rison

theo rem of im pulsiv e dif ferential equation, the existence and globally asym ptotically stabi li ty of

infection-free periodic solution a re proven. Using bifurcation theo ry, the bifurcation parameter for the

existence of po sitiv e periodic so lution is obtained. The result indicates that the disease will die out if θ

> θ* ( or f < f* ) , whereas the system is uni fo rmly persistent if f> f0 , which m eans that af ter some

period of time the disease will become endemic.

Key words: pulse; v accination; SIRS model; g lobal ly asym ptotically stabili ty; periodic so lution
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