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摘要: 讨论了工件具有离散可控加工时间的单机多准则下的排序问题 . 目标函数分别为极

小化完工时间和与完工时间偏差和的线性组合 , 极小化等待时间和与等待时间偏差和的线

性组合 , 极小化提前时间 、延误时间、最早交货期及窗口长度的加权和 , 极小化提前时间、延

误时间及公共工期的加权和 . 用数学规划的方法证明了四类多准则下的单机排序问题可以

转化为指派问题 ,从而这四类问题都多项式时间可解 .
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0　引　言

在经典排序中 ,工件的加工时间是一个常数 .

然而 ,在一些实际排序问题中 ,工件在机器上加工

除了机器外还需要使用人工、资金等别的资源 .改

变或控制机器以外的资源可以使工件的加工时间

或准备时间发生改变 ,这便是可控 ( cont ro llable)

排序问题 . 可控排序问题首先由 Vickson
[1、 2 ]
提

出 ,后来得到了广泛的研究
[3～ 15 ]

. 对可控排序问

题的综述 ,读者可参见文献 [16]. 对于离散加工

时间的可控排序问题 ,只有 Chen等 [ 6] 进行了研

究 .

本文研究工件的加工时间为离散加工时间的

单机可控排序问题 ,对四类多准则下的排序问题

分别进行讨论 . 下面给出离散可控单机排序问题

的一般描述:

设有 n个工件 J 1 , J 2 ,… ,Jn ,每个工件 J j有 k

个可能的加工时间 p j 1 , p j2 ,… , p jk ,满足 pj 1 > p j2

> … > p jk ,其中 p j1称为工件 J j的正常加工时

间 , pjk称为工件 J j的最小可能加工时间 ,工件 J j

的每个可能加工时间 p ji ( j = 1, 2,… ,n; i = 1, 2,

… ,k )对应的加工费用为 cji . 由于要求加工时间

缩短 ,额外加工费用必然增加 ,假设 0≤ cj1 < cj2

< … < cjk , 这 时 控 制 费 用 为 TPC =

　　　　　　　　

∑
n

j= 1
∑

k

i= 1
cji I ji (x j ) ,其中 I ji ( xj ) =

1,x j = p ji

0,其他
. 记

工件 J j的完工时间为 Cj ,具有离散加工时间的单

机可控排序问题记为 1|dc|f (C ) ,其中 dc代表离

散可控 ( discrete controllable)排序问题 , f (C )代

表目标函数 .

1　离散加工时间单机可控排序问题

1. 1　问题 1|dc|T∑ Cj + ( 1 - T)∑∑ |Ci -

Cj|+ TPC

文献 [17 ]讨论了一类双目标问题 ,其目标函

数为极小化完工时间和与完工时间偏差和的线性

组合 ,这一问题注重对工件完工时间的均衡 . 对

于给定的排序 c,完工时间和为∑
n

j= 1
Cj ,完工时间

偏差和为∑
n

j= 1
∑

n

i= j

|Ci - Cj|. 目标函数为

f (c) = T∑
n

j= 1

Cj + ( 1 - T)∑
n

j= 1
∑

n

i= j

|Ci - Cj|+

TPC ( 1)

文献 [17 ]证明了

∑
n

j= 1
∑

n

i= j

|Ci - Cj|= ∑
n

j= 1
( j - 1) (n - j + 1) p [j ]



所以

T∑
n

j= 1
Cj + ( 1 - T)∑

n

j= 1
∑

n

i= j

|Ci - Cj|=

T∑
n

j= 1
(n - j + 1) p [j ]+ ( 1 - T)∑

n

j= 1
( j - 1) (n -

j + 1) p [j ] = ∑
n

j= 1
{ ( 2T- 1) (n+ 1) + j [2 - 3T+

n ( 1 - T) ] - j
2 ( 1 - T) }p [j ]

因此 ,在排序c中 ,若工件 Jj 放在第 r个位置 ,则

工件 J j对目标函数的贡献是

f jr ( xj ) = { ( 2T- 1) (n+ 1)+ r [2 - 3T+ n ( 1 -

T) ] - r
2 ( 1 - T) }x j + ∑

k

i= 1

cji I ji (x j )

　　令

v jr = min{ f jr ( xj )|x j ∈ {p j1 , pj 2 ,… , p jk } } =

min{ { ( 2T- 1) (n+ 1)+ r [2- 3T+ n( 1-

T) ] - r
2 ( 1 - T) }pji + cji|i = 1, 2,… ,k }

这时 ,工件 J j的实际加工时间 pji 只与工件 Jj 的

位置 r有关 ,而与其他工件的次序无关 . 因此可把

排序问题 1|dc|T∑ Cj + ( 1 - T)∑∑ |Ci -

Cj|+ TPC转化为一个指派问题 . 设决策变量为

xjr ,如果工件 J j排在第 r个位置 ,则 x jr = 1,否则

xjr = 0. 极小化式 ( 1)的指派问题为

min　∑
n

j= 1
∑

n

r= 1
vjr x jr

s. t.　∑
n

j= 1
xjr = 1, r = 1, 2,… ,n

　　∑
n

r= 1

xjr = 1, j = 1, 2,… ,n

( 2)

xjr ∈ { 0, 1} , j , r = 1, 2,… ,n

由于 求解 指派 问题 的算 法复 杂性 为

O (n3 ) (用匈牙利算法 ) ,问题 1|dc|T∑ Cj+ ( 1-

T)∑∑ |Ci - Cj|+ TPC多项式时间可解 .

1. 2　问题 1|dc|T∑ W j+ ( 1 - T)∑∑|Wi -

W j|+ TPC

文献 [17 ]讨论了一类双目标问题 ,其目标函

数为极小化等待时间和与等待时间偏差和的线性

组合 ,这一问题注重对工件等待时间的均衡 . 对

于给定的排序c,等待时间和为∑
n

j= 1
Wj ,其中W j =

Cj - p j ,等待时间偏差和为∑
n

j= 1
∑

n

i= 1
|Wi - W j|. 目

标函数为

f (c) = T∑
n

j= 1

W j + ( 1 - T)∑
n

j= 1
∑

n

i= 1

|Wi - W j|+

TPC ( 3)

文献 [17 ]证明了

∑
n

j= 1
∑

n

i= 1
|W i - W j|= ∑

n

j= 1
j (n - j ) p [ j ]

因此 , 在排序c中 ,若工件 J j放在第 r个位置 ,则

工件 J j对目标函数的贡献是

f jr ( xj ) = {Tn + r [n - T( 1+ n ) ] - r
2
( 1 -

T) } xj + ∑
k

i= 1
cji I ji ( xj )

　　令

v jr = min{ {Tn+ r [n - T( 1+ n) ] - r
2
( 1 -

T) }pji + cji|i = 1, 2,… ,k }

与前面讨论一样 , 问题 1|dc|T∑ W j + ( 1 -

T)∑∑ |W i - Wj|+ TPC同样可以转化为指

派问题 ( 2) .

1. 3　问题 1|dc|∑ (TE j + UTj + Vd + WD ) +

TPC

考 虑文 献 [18 ] 提 出的 一 类 窗时 ( due

w indow ) 排序问题 . 窗时排序问题是基于

JIT( just in time)工作环境提出的问题 . 在这类

问题中 ,交货期 (工期 )是一个区间 ,在这个区间

之前 (提前 )和之后 (延误 )交货都要受罚 . 这类

问题可描述如下:

设有 n个工件 J 1 ,J 2 ,… , Jn ,所有工件有一个

共同的交货期窗口 [d ,d + D ] ,其中 d是最早交

货期 ,D是窗口的长度 ,工件在交货期窗口内完工

不必支付费用 . 目标函数为极小化提前时间、延

误时间、最早交货期及窗口长度的加权和 . 对于

给定的排序c,目标函数为

f (c, d ,D ) = ∑
n

j= 1
(TE j+ UTj+ Vd+ WD )+ TPC

( 4)

式中: d、D是待求变量 ; Ej = max { 0,d - Cj }; T j

= max { 0,Cj - d - D }.

令 ne、 nw和 nt分别表示提前的工件数、在窗口

中的工件数和延误工件数 ,显然 ne≥ 0,nw≥ 0,nt

≥ 0,ne+ nw+ n t = n. 由文献 [18]知第 r个位置

的权值为

wr = min{nV+ (r - 1)T,nW, (n - r - 1)U}

( 5)

如果 wr = nV+ (r - 1)T,则排在第 r个位置的工

件是提前工件 ,如果 wr = nW,则排在第 r个位置

的工件是在窗口中的工件 ,如果 wr = (n - r -

1)U,则排在第 r个位置的工件是延误工件 ,这样 d
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= ∑
n
e

j= 1
p [ j ] ,D = ∑

n
e
+ n

w

j= n
e
+ 1

p [j ] .

在排序c中 ,若工件 J j放在第 r个位置 ,则工

件 J j对目标函数的贡献是

f jr ( xj ) = wr xj + ∑
k

i= 1

cji I ji ( xj )

令 vjr = min{wr pji + cji|i = 1, 2,… ,k } ,这样

与前面讨论相同 ,可把排序问题 1|dc|∑ (TEj +

UTj + Vd + WD ) + TPC转化为一个指派问题

( 2) .

1. 4　 问题 1|dc|∑
m

j= 1
∑
i∈ I

j

(TDj + UEi + VTi ) +

TPC

考虑由文献 [19 ]提出的一类准时排序问题 .

在这类问题中 ,设有 N个工件 J 1 , J 2 ,… ,J N要在

一台机器上加工 ,d j是工件 J j的工期 . 现有 m个

公共工期 ( 1≤ m≤ n)要确定并且分配给这 m个

公共工期的工件数 (n1 ,n2 ,… ,nm )已知 ,其中 ni表

示分配给第 i个公共工期的工件数 ,∑
m

j= 1

nj = N .

目标是确定 D= {D1 , D2 ,… ,Dm } , I= { I1 , I2 ,… ,

Im } ,其中 Dj表示第 j个公共工期 , I j表示分配给

第 j个公共工期的工件集合 ,和排序c使目标函数

为极小化提前时间、延误时间及公共工期的加权

和 ,即

TP (D , I ,c) = ∑
m

j= 1
∑
i∈ I

j

(TDj+ UEi+ VTi )+ TPC

其中对 i∈ I j有 di = Dj , Ej = max { 0,d j - Cj } ,

Tj = max { 0,Cj - d j }.

由文献 [19]中关于经典问题的讨论可知 ,对

于给定的一个排序 [J [1 ] ,J [2 ] ,… , J [n ] ] ,最优的公

共工期应为排在第 kj个位置的工件 J [kj ]的完工时

间 C [kj ] ,即 Dj = C[kj ] ,其中

kj = N j - 1 + |(V- T)nj /(U+ V)|,

N j = ∑
j

k= 1
nk ,N 0 = 0( j = 1, 2,… ,m )

第 r个位置的权只与T、U和V的值有关 ,其值为

wr =

U( r - 1 - N j - 1 ) + T(n - N j - 1 ) ;

　　 r = N j - 1 + 1, N j - 1 + 2,… ,kj

V(N j - r + 1) + T(n - N j ) ;

　　 r = kj + 1, kj + 2,… , N j

在排序c中 ,若工件 J j放在第 r个位置 ,则工件 J j

对目标函数的贡献是

f jr ( xj ) = wr xj + ∑
k

i= 1
cji I ji ( xj )

令 vjr = min{wr p ji+ cji|i = 1, 2,… ,k } ,与前面讨

论一样 ,可把排序问题 1|dc|∑
m

j= 1
∑
i∈ I

j

(TDj+ UEi+

VTi ) + TPC转化为一个指派问题 ( 2) .

2　结　论

本文研究了工件的加工时间为离散加工时间

的可控排序问题 ,对四类多准则下的排序问题分

别进行了讨论 ,它们的经典问题都是多项式时间

可解的 (算法的复杂性都为 O (n log n ) ) ,在工件的

加工时间是离散可控加工时间时这些问题都可转

化为指派问题 ,从而多项式时间可解 .
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Multi-rule single machine scheduling with discretely

controllable processing times

WANG　Ji -bo
* 1, 2 ,　GUO　Ai -xia

1 ,　XIA　Zun -quan
1

( 1.Dept . of Appl . Math . , Dalian Univ . of Technol . , Dalian 116024, China ;

2.Dept . of Sci . , Shenyang Inst . of Aeronaut . Eng . , Shenyang 110136, China )

Abstract: Multi-rule sing le machine scheduling problems w ith discretely control lable processing

times are considered. The objectiv es are to minimize a linear function of total completion time and

to tal v ariation of completion time, a linear function of total w ai ting time and total v ariation o f w ai ting

time, a cost function based on earliness, tardiness, w indow size, window location, and a linea r

function of the due date, the earliness and tardiness for all jo bs. It i s show n that these four types of

sing le machine scheduling problems can be modeled as an assignment problem by mathema tical

prog ramming method, thus these four types of problems can be solv ed in po lynomial time.

Key words: scheduling; sing le machine; discretely control lable processing times; multi-rule
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