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摘要: 对三轴应力状态下的土体切线体积模量进行了研究 . 考虑了常规三轴试验和各向同

性压缩试验对切线体积模量的影响 . 在胡克定律的基础上 ,将体积功分为塑性体积功和弹性

体积功 ,并由此确定了常规三轴试验和各向同性压缩试验对切线体积模量的影响系数 . 采用

由两种试验得到的切线体积模量的值和影响系数 ,就可以得到广义切线体积模量 . 验算的结

果表明广义切线体积模量的表达式更具代表性 .
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0　引　言

土的非线性弹性模型中比较具有代表性的为

邓肯 -张 ( Duncan-Chang )双曲线模型 . 它能较好

地反映土体的主要变形特性 ,所采用参数具有比

较明确的物理意义 ,可由常规的三轴试验直接测

定 ,概念清楚 ,易于理解 ,因而在实际工程中得到

了广泛的应用 . 邓肯等于 1980年在 E-ν模型

( 1970年 )的基础上加以修改 ,提出 E-B模型 ,即

以体积模量 B代替泊松比ν,而保留原来的切线弹

性模量 E t . 其中假定体积模量 B只与最小主应力

e3有关 ,从而使得参数整理变得简单、方便 . 但大

量 试 验 资 料 显 示 , E-B 模 型 中 log (B /pa )-

lo g(e3 /pa )之间线性关系差 ,参数 K b、m较难确

定 [1 ] . Boscardin [2 ]于 1990年对 E-B模型中存在

的问题提出了修正方法 ,即将由各向同性压缩试

验得到的净侧限应力 em与体积应变 Xv之间的关

系 ,用双曲线近似表示 ,从而建立切线体积模量

B t与净侧限应力em之间的方程式 ,建议以 B t值代

替 E-B模型中的体积模量 . 一些学者还就邓肯 -

张模型存在的其他一些问题提出了相应的修正方

法 . 针对邓肯 -张模型中没有考虑中主应力影响

的缺陷 ,目前主要提出了修正弹性模量、泊松比和

修正摩尔 -库仑准则这两大类方法
[ 3]

,并有研究

者采用真三轴试验弥补常规三轴试验的不足
[4 ]
.

　　

针对邓肯 -张模型无法反映土的剪胀性的局限 ,

出现了罗刚等 [5 ]提出的将沈珠江双屈服面模型

与邓肯 -张模型相结合的能较好拟合粗粒土应

力 -应变关系的本构模型 ,以及田树玉等 [1 ]提出

的简化双曲线模型等 . 并有学者就多重势面模型

与邓肯 -张模型作了比较研究 [6、 7 ] .

本文在以往研究的基础上 ,主要对邓肯 -张

E-B模型中的切线体积模量进行研究 ,综合考虑

常规三轴试验和各向同性压缩试验对体积模量的

影响 ,提出广义切线体积模量 ,以体现不同应力状

态对切线体积模量的交叉影响 .

1　 E-B模型

Kondner等认为大多数的应力应变曲线 ,可

以用双曲线近似地表示 ,并具有可靠的精度 . 切

线弹性模量 E t随应力变化关系可表示为

E t = 1 -
R f ( 1 - sinO) (e1 - e3 )

2ccosO+ 2e3sinO

2

K pa
e3

pa

n

( 1)

式中: e1和e3分别为大小主应力 ; c为粘聚力 ;O为

内摩擦角 ; K、n为弹性模量参数 ; R f = (e1 -

e3 ) f /(e1 - e3 ) lim ,为小于 1的破坏应力比 ,其中 (e1

- e3 ) f为破坏应力差 , (e1 - e3 ) lim为极限应力差 ;

pa为大气压力 . 通过式 ( 1)可以计算任一应力 e3

和主应力差 (e1 - e3 )条件下的切线模量 Et的近

　　



似值 .

常规三轴试验在保持e3不变的情况下 ,逐渐

增加 (e1 - e3 ) ,其平均法向应力的变化为 Δp =

(e1 - e3 ) /3,所以体积模量 B可以表示为

B =
 (e1 - e3 )

3 Xv
( 2)

邓肯等假定 ,B与应力水平 s = (e1 - e3 ) / (e1 -

e3 ) f无关 ,即与 (e1 - e3 )无关 ,它仅随e3而变化 ,

对于相同的e3 ,B为一常量 . 根据这种假定 ,对于

同一 e3 ,绘出的 (e1 - e3 ) /3-Xv关系曲线为一直

线 . 邓肯等取与应力水平 s = 0. 7相应的点与原

点连线的斜率作为平均斜率 ,即

B =
(e1 - e3 )s= 0. 7

3(Xv )s= 0. 7
( 3)

对于不同的 e3 ,B 也不同 , 绘出 lo g( B /pa ) 与

lo g(e3 /pa )的关系曲线 ,取直线 ,令其截距为 Kb ,

斜率为 m ,则 B与e3的关系可近似表示为

B = Kb pa (e3 /pa )
m

( 4)

2　B值的修正

Marco等为了克服 E-B模型中 B值的一些限

制 ,采用各向同性压缩试验来建立净侧限应力em

与体积应变Xv之间的双曲线方程式

em =
B iXv

1 - (Xv /Xu )
( 5)

式中: B i为初始切线体积模量 ;Xu为极限体应变 ,

即Xv的渐进线所对应值 ;em为净侧限应力
[2 ]
.

对于各向同性压缩试验 ,因为e1 = e2 = e3 =

em ,其体积应力为 p = em ,所以其切线体积模量可

表示为

B t =  em / Xv ( 6)

对式 ( 5)进行Xv的积分 ,可得切线体积模量的表

达式

B t = Bi 1+
em

B iXu

2

( 7)

绘出em /Xv-em的直线 ,其截距即为 B i ,斜率的倒数

为Xu .

3　广义切线体积模量的建立

切线体积模量为体积应力 p与体积应变Xv之

比 ,其中 p = (e1+ e2+ e3 ) /3,对于三轴状态有e1

≥e2 = e3 ,因此可得

p =
(e1 - e3 ) + 3e3

3
=
e1 - e3

3
+ e3 ( 8)

则有

B =
 p
 Xv

=
 (e1 - e3 )

3 Xv
+
 e3

 Xv
( 9)

对于式 ( 9)存在两种特殊情况:

( 1) 常规三轴试验情况 ,即e1变化 ,e3不变 ,

且 (e1 - e3 ) > 0. 有 e3 / Xv = 0,则式 ( 9)可变为

B =
 (e1 - e3 )

3 Xv
( 10)

与式 ( 2)相同 ,为常规三轴试验确定的切线体积

模量 .

( 2)各向同性压缩试验 ,即e1 = e3 = em . 有

 (e1 - e3 )

3 Xv
= 0,则式 ( 9)可变为

B =
 e3

 Xv
=
 em

 Xv
( 11)

与式 ( 6)相同 ,为各向同性压缩试验确定的切线

体积模量 .

可见由常规三轴试验和各向同性压缩试验确

定的切线体积模量只是由式 ( 9)确定的切线体积

模量在不同应力状态下的特殊值 ,因此可将由式

( 9)确定的切线体积模量定义为土体的广义切线

体积模量 ,即

B
~ =

 (e1 - e3 )
3 Xv

+
 e3

 Xv
( 12)

比较式 ( 2)和 ( 6)可见 ,常规三轴试验和各向同性

压缩试验确定的体积模量分别反映了剪切和压缩

对体积模量的不同影响 ,即常规三轴试验主要反

映剪切影响 ,各向同性压缩试验主要反映压缩影

响 . 所以广义切线体积模量可通过两种特殊情况

下的体积模量来综合求得 .

为反映两种试验对广义切线体积模量的不同

影响 ,引入体积功 ,即体积应力在体积应变上所做

的功 ,有

Wv =∫pdXv ( 13)

将式 ( 8)代入式 ( 13)可得

W v =∫e1 - e3

3
dXv +∫e3dXv ( 14)

当采用胡克定律的假定 ,剪应力不引起弹性体积

应变时 [8 ] ,可认为剪应力对弹性体积应变做功为

0;压应力对塑性体积应变做功为 0,即

∫e1 - e3

3
dXe

v = 0 ( 15)

∫e3dXpv = 0 ( 16)
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所以式 ( 14)可变为

W v =∫
e1 - e3

3 dX
p
v +∫e3dX

e
v ( 17)

由上式可知 ,体积功是由剪应力所做的塑性功和

压应力所做的弹性功组成 .

根据胡克定律的假定 ,对于保持 e3不变 ,而

施加 (e1 - e3 )的常规三轴试验 ,剪切所引起的体

积变形可认为以塑性变形为主 ;对于各向同性压

缩试验 ,试样总体上不受剪切影响 ,根据胡克定

律 ,可认为所得体积应变以弹性变形为主 . 因此 ,

常规三轴试验和各向同性压缩试验分别反映了不

同性质的变形对体积模量的不同影响 ,即常规三

轴试验主要反映塑性变形 ,各向同性压缩试验主

要反映弹性变形 . 由此可认为体积功中的塑性功

可由常规三轴 ( CT)试验求得 ,弹性功可由各向同

性压缩 ( IC)试验求得 ,即有

Wv =∫
e1 - e3

3
dX

p
v +∫e3dX

e
v =

∫e
1 - e3

3
dXv

CT
+ ∫em dXv

IC
( 18)

令

W
p
CT = ∫e1 - e3

3
dXv

CT

W
e
IC = ∫emdXv

IC

则式 ( 18)可变为

W v = W
p
CT+ W

e
IC ( 19)

令 RCT表示塑性功在总体积功中所占比重 , R IC表

示弹性功在总体积功中所占比重 ,则有

RCT =
W

p
CT

Wv
( 20)

R IC =
W

e
IC

Wv
( 21)

由式 ( 20)和式 ( 21)可知 RCT+ R IC= 1,RCT和 R IC

不仅反映了两种试验对总体积功的影响程度 ,也

可反映两种试验对广义切线体积模量的不同影响

程度 . 其值可通过 (e1 - e3 ) /3-Xv关系图和 em-Xv

关系图确定 ,如图 1和图 2所示 . 将两种试验所做

的功用三角形面积近似表示 ,可得

R
p
=

S△OAB

S△OAB + S△OCD
≈ RCT ( 22)

R
e
=

S△OCD

S△OAB + S△OCD
≈ R IC ( 23)

图 1　 (e1 - e3 ) /3-Xv关系
Fig. 1　 The relationship betw een (e1 - e3 ) /3 andXv

图 2　em-Xv关系图

Fig. 2　 The relationship betw eenem andXv

　　综上所述 ,综合考虑常规三轴试验和各向同

性压缩试验的广义切线体积模量的计算式为

B
~ = R

p
B CT+ R

e
B IC ( 24)

式中: BCT为由常规三轴试验确定的体积模量值 ,

可由式 ( 3)或式 ( 4)求得 ; B IC为由各向同性压缩

试验确定的体积模量值 ,可由式 ( 7)求得 ; R
p
和 R

e

为两种试验的影响系数 . 计算 B
~ 值时 ,可令两种

试验中的压应力相等 ,即e3 = em ,分别求出各自

的体积模量和影响系数 ,代入式 ( 24)即可得到在

特定侧限应力下的体积模量 B
~ 值 . 本文采用文献

[2]中的实验数据对 B
~ 计算公式进行验算 . 结果

显示 ,B~ 值与式 ( 4)和式 ( 7)计算值相比 ,具有更

大的适应性 ,可适用于两种试验结果 . 同时 ,验算

结果显示 ,随着压应力的增大 ,B IC对 B
~ 的影响程

度不断增大 ,当压应力达到一定值时 ,便超过剪应

力的影响 ,成为体积模量的主要影响因素 ,如表 1

和 2中所示在 95% 密实状态下的两种土的验算

结果 .

表 1　砂土 ( SW)的验算结果

Tab. 1　 The verified r esult of a well-g rade sand

M Pa

e3(em ) BCT B IC RCT RIC B
~

0. 035 10. 87 10. 84 0. 82 0. 18 10. 86

0. 104 25. 97 21. 22 0. 67 0. 33 24. 40

0. 207 45. 03 43. 12 0. 53 0. 47 44. 13

0. 311 62. 37 73. 04 0. 47 0. 53 68. 03
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表 2　砂质粉土 ( M L)的验算结果

Tab. 2　 Th e verified result of a sandy silt M Pa

e3(em ) B CT B IC RCT RIC B
~

0. 035 5. 94 6. 22 0. 76 0. 24 6. 00

0. 104 11. 41 9. 06 0. 58 0. 42 10. 42

0. 207 17. 24 14. 28 0. 33 0. 67 15. 26

0. 311 22. 01 20. 74 0. 23 0. 77 21. 03

式 ( 24)可进一步推广 ,由各向同性压缩试验

确定的体积模量 B IC可采用 Naylo r[9 ]建议的切线

体积模量 K t来代替 . Naylo r认为 K t是 p的线性

函数 ,有

K t = K i+ Tk p ( 25)

式中: K i为初始体积变形模量 ,Tk为试验参数 ,此

时影响系数的确定方法与上相同 . 对于不同种

类、不同状态的土 ,可视具体情况选用 B t或 K t .

4　结　论

广义切线体积模量 B
~计算公式的建立是对以

往采用一种试验方法确定体积模量值的修正与发

展 . 公式推导理论上合理、可行 ,各项参数都具有

明确意义 ,可用三轴试验直接得出 . 由于综合考

虑两种试验确定 B
~
值 ,使 B

~
值更接近土体真实值 ,

并能反映不同应力状态对切线体积模量的交叉影

响 ,因此适用于绝大多数土 ,更具代表性 .
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Study of generalized tangent bulk modulus

LI　Pei -yong ,　YANG　Qing
* ,　LUAN　Mao -tian

( State Key Lab . of Coastal and Offshore Eng . , Dalian Univ . of Technol . , Dalian 116024, China )

Abstract: Tangent bulk modulus o f soi l in the triaxial state o f stress was researched. The dif ferent

influences on tangent bulk modulus of conventional t riax ial test and iso tropic compression test w ere

considered. On the basis o f Hooke′s law , v olume w ork is div ided into plastic v olume w ork and elastic

v olume w ork and then the inf luence coef ficients on tangent bulk modulus of two kinds of t riaxial tests

w ere calcula ted. Using the values of tangent bulk modulus f rom two types of t riaxial tests and the

influence coef ficients, the generali zed tangent bulk modulus could be acquired. The results of

v erification show that g enerali zed tangent bulk modulus is more typical and reliable.

Key words: generalized tangent bulk modulus; v olume w ork; conventiona l t riaxial test; i so t ropic

compression test
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