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摘要: 数值流形方法能够统一地处理连续与非连续变形问题 , 有限覆盖技术是这种方法的

核心 . 无网格方法的前处理比较简单 , 点插值法是其中的一种计算格式 . 为此 ,将有限覆盖

技术与点插值方法相结合发展了有限覆盖点插值无网格方法 , 从而综合了数值流形方法与

点插值方法的各自优点 , 能够有效地处理非连续性问题 . 在简要阐述了该方法基本原理的

基础上 , 对其进行了分片检验和曲线拟合试验 , 由此证明了这种方法的收敛性 , 同时表明由

这种方法所构造的形函数具有 KroneckerW-函数属性 , 曲线拟合精度较高 .
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0　引　言

无网格法是最近发展起来的数值计算方法 ,

多数研究主要集中在插值函数理论及其构造方法

上 . 目前应用较为广泛的无网格方法包括光滑质

点流体动力学 ( smoo th particle hydrodynamics,

SPH)法
[ 1]
、扩散单元法 ( dif fuse element method,

DEM )、 无 网 格 伽 辽 金 法 [2、 3 ] ( element f ree

Galerkin methods, EFGM )和有限覆盖无单元

法 [4 ]等 .

点插值无网格理论最初由 Liu和 Wang等提

出
[5、 6 ]

,在这种方法中 ,逼近函数通过影响域中的

每个点 ,形函数具有W-函数的性质 ;此时用点插

值理论所构造的形函数比用滑动最小二乘法构造

的形函数简单 ;另外形函数及其导数易于确定 .

由石根华所提出的数值流形方法
[7 ]
能够从数学

上统一地表述材料连续与非连续性问题 ,插值子

域的形状是规则的 ,且是固定不变的 ,连续与非连

续问题的插值构造形式是统一的 ,因此可以将连

续与非连续问题的计算分析统一起来 .

然而数值流形方法和无网格方法本身还存在

　　

一定的缺陷与限制
[8、 9 ]

. 双重网格特征既是数值

流形方法的优点 ,同时也使得前处理过程更为复

杂 . 在无网格方法中 ,插值子域不能通过非连续

面 ,尤其当非连续面极为不规则时 ,会因插值子域

极其不规则而使得插值过程无法进行 ,同时需要

对边界条件进行特殊处理 . 为有效地利用数值流

形方法与无网格方法的优点 ,并克服两者的不足 ,

田荣
[4 ]
提出了有限覆盖无单元法 ,实现了无单元

理论下连续与非连续问题的统一求解 ,其不足之

处是基于多重权滑动最小二乘法构造的形函数同

样不具有 KroneckerW-函数性质 ,不便于本征边

界条件的处理 . 因此本文将数值流形方法的有限

覆盖与点插值理论相结合 ,建立与构造有限覆盖

点插值方法 ,所构造的试函数具备插值特性 ,使得

位移边界条件的处理像有限元一样容易 ,易于编

程实现 ;最后对这种方法进行分片检验及算例分

析 .

1　有限覆盖点插值方法基本原理

将数值流形方法中的有限覆盖概念和无网格

　　



方法中的点插值理论相结合 ,在无网格方法的框

架下统一地构造连续和非连续问题的插值函数 .

1. 1　有限覆盖原理

作为流形方法中的核心 ,有限覆盖技术用有

限个相互重叠的数学覆盖涵盖整个求解域 ,形成

一个有限数学覆盖系统 ,用每个数学覆盖上所定

义的局部函数表达系统的总体形状函数 . 进而这

个有限数学覆盖系统又可能被求解域边界和域内

非连续界面切割成不同的物理网格 ,形成一个有

限物理覆盖系统 ,其中一个数学覆盖可能被重分

成 2个或多个物理覆盖 . 材料的非连续性越强 ,

一个数学覆盖形成的物理覆盖越多 .

数学覆盖限定了插值域 ,决定了近似解的精

度 ; 物理覆盖定义了求解的积分区域 . 图 1示意

地给出了数学覆盖剖分成物理覆盖的过程 .

本文采用的数学覆盖形状为规则的圆 ,目前

在流形方法中 ,一般采用有限元网格直接作为有

限覆盖系统中的数学覆盖 ,通常形状为多边形 .

虽然有限覆盖技术与流形方法在理论上可以采用

任意形状的图形作为数学覆盖 ,但当覆盖形状比

较特殊时 ,不同覆盖的重叠部分可能是极其不规

则的几何形状 ,从而造成数值积分的困难 . 例如 ,

当应用圆形数学覆盖时 ,覆盖相交部分所形成的

用于数值积分的不规则的曲边流形单元 ,在计算

中常规的插值函数构造方法和单纯形积分方法可

能不再适用 .

图 1　有限覆盖原理

Fig. 1　 Finite covers used in the analyses

1. 2　有限覆盖点插值形函数构造

假设 x Q为求解域内的任意点 ,在其邻近有 nk

个物理覆盖能够覆盖此点 . 将所有涵盖点 xQ的

物理覆盖 C
p
i的集合定义为点 x Q的“物理覆盖集” .

在域内任意点 x Q∈ ∪
i∈ M

C
p
i 处场函数的局部逼近函

数为

u
h
(x , xQ ) = ∑

n
k

i= 1
Bi (x )ai (x Q ) = B

T
(x )a(x Q ) ( 1)

式中: B (x )是关于空间位置 x
T
= (x　 y　 z )的基

函数 ,a为系数向量 ,在二维情况下 ,

B
T (x ) = ( 1　 x　 y　 xy　 x

2　 y
2　…　 x

n　 y
n )

( 2)

a
T (xQ ) = (a1　a2　…　an

k
) ( 3)

当根据点 xQ处各个物理覆盖上的函数在该

点的取值 ui = u (x Q )|x
Q
 C p

i
构造点 xQ的插值函数

时 ,每个物理覆盖均应满足方程 ( 1) ,即

ui = B
T ( xi )a; i = 1,… ,nk ( 4)

若将所有 nk 个物理覆盖处的场函数所形成的集

合定义为向量 Us ,即式 ( 4)可写成下列矩阵形式:

Us = BQa ( 5)

式中 BQ为插值函数矩阵 , 通常称为矩矩阵

( moment ma trix ) ,

U
T
s = (uT

1　u
T
2　…　u

T
n
k
) T ( 6)

B
T
Q = (B ( x1 )　B (x 2 )　…　B (xn

k
) ) T ( 7)

若假定矩矩阵 BQ是非奇异的 ,则由式 ( 5)可得

a = B
- 1
Q Us ( 8)

将式 ( 8)代回到式 ( 1) ,则有

u
h
(x ,x Q ) = ∑

n
k

i= 1
Oi (x )ui ( 9)

或者写成下列矩阵形式

u
h
(x , xQ ) = Υ(x )Us ( 10)

其中Υ(x )为形函数矩阵 ,

　　Υ(x ) = B
T (x )B- 1

Q =

(O1 (x )　O2 (x )　…　On
k
(x ) ) ( 11)

形函数Υ(x )的第 l-阶导数为

Υ(l ) (x ) = B
T(l ) (x )B- 1

Q =

(O
(l )
1 (x )　O

( l)
2 (x )　…　O

(l )
n
k (x ) ) ( 12)

由上述推导过程可知 ,形函数矩阵Υ(x )中的

各个形函数Oi (x )具有下列单位分解性质

∑
n
k

i= 1
Oi (x )≡ 1 ( 13)

由此表明上述插值函数包含了刚性位移 .

在无网格 Galerkin方法中 ,构造形函数时要

用权函数且权函数的选取对计算结果非常重要 .

而在本文插值构造过程中没有用到权函数或者说
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每个物理覆盖处的权函数为 1,简化了计算过程 .

采用有限覆盖技术时 ,数学覆盖半径 dr取为

dr = Tsdc ( 14)

式中:Ts为数学覆盖的量纲一因子 ; dc是任意点 x Q

附近点的特征长度 . 若离散点是均匀分布的 ,则

dc取为相邻两点之间的距离 ;若离散点是非均匀

分布的 ,则 dc为 x Q附近离散点间的平均距离 .

在实际应用中 ,采用不同的基函数 ,就会形成

不同的有限覆盖点插值方法 . 例如 ,若取多项式

中的各项作为基函数 ,则由此所形成的数值分析

方法称为有限覆盖单项式点插值方法 .

2　算例分析

2. 1　形函数及其导函数的数学特性

为了有效地处理边界条件 ,必须了解形函数

的基本性质 . 若形函数不具备 KroneckerW-函数

性质 ,则位移边界条件必须采用特殊的技术与方

法进行处理 [9 ] .

例如在区间 [- 2, 2]均匀分布 5个数学覆盖

节点 ,依次从 1到 5编号 ,采用单项式基函数 . 图 2

和图 3分别考查了中间节点 3和边界节点 5的形

　　

图 2　节点 3和节点 5的形函数

Fig. 2　 The shape functions o f node 3 and node 5

图 3　节点 3和节点 5形函数的一阶导数

Fig . 3　 The first-order de riv ativ es of the shape

func tions of node 3 and node 5

函数及其一阶导数 . 由图可见 ,有限覆盖点插值

法的形函数具有很好的局部特性 ,无论中间节点

3和边界节点 5的各自形函数均具有 Kronecker

W-函数的性质 ,且其一阶导数是处处光滑连续

的 .

2. 2　曲线拟合试验

以函数 f (x ) = x + sin xcos x 在区间

[- 2. 5, 2. 5 ]上的拟合问题为例 ,考查采用上述

方法对函数进行曲线拟合的可能性 . 首先在区间

给定一组离散点 ,并确定每个离散点上的真实函

数值 ,然后采用上述有限覆盖点插值法计算各点

的形函数 ,最后通过各点的形函数进行拟合 . 拟

合结果如图 4和图 5所示 . 由图可见函数 f (x )及

其导数的拟合曲线非常光滑 ,拟合曲线与目标曲

线非常接近 ,表明有限覆盖点插值方法能够精确

地拟合任意曲线 .

图 4　关于函数 f ( x ) = x+ sin x co s x的拟

合曲线

Fig . 4　 The fitting curv e o f the function f ( x ) = x

+ sin xco s x

图 5　关于函数 f ( x ) = x+ sin x co s x的一

阶导数的拟合曲线

Fig . 5　 The fitting curv e o f the first-o rder

deriv ativ e o f th e func tion f ( x ) = x +

sin xco s x
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2. 3　分片检验

为了论证数值计算方法的收敛性 ,必须进行

分片检验 . 具体地 ,对于有限元方法 ,当离散单元

无限小时 ,对于点插值方法 ,当离散点的空间距离

无限小时 ,数值解收敛于其真实解 . 分片检验是

考查数值计算方法的基本要求 . 为此本文对所建

议的有限覆盖点插值方法按照离散点均匀分布与

非均匀分布两种方式进行分片检验 . 如图 6所

示 ,两种检验方式中单元的几何尺寸均为 2× 2,

材料的弹性模量与泊松比分别为 E = 2 GPa,ν=

0. 2. 对于平面应力情况 ,在全部边界上施加线性

位移分布条件 (u　v ) = ( 0. 45x　 0. 45y ) . 当不

考虑体力时 ,计算结果列于表 1. 由此可见 ,有限

覆盖点插值方法能通过分片检验 ,即求解域内任

意点的位移解与边界条件相同 ,且应力与应变为

常量 .

表 1　 计算所得到的域内不规则节点位移与应力

Tab. 1　 The computed noda l displacements and st resses

节点 坐标 u v ex ey

9 ( 2, 2) 0 0. 900 0 1. 125 0 1. 125 0

10 ( 0. 55, 1. 31) 0. 247 5 0. 589 5 1. 125 0 1. 125 0

11 ( 1. 21, 1. 57) 0. 544 5 0. 706 5 1. 125 0 1. 125 0

12 ( 1. 33, 0. 89) 0. 598 5 0. 400 5 1. 125 0 1. 125 0

13 ( 0. 56, 0. 55) 0. 252 0 0. 247 5 1. 125 0 1. 125 0

2. 4　受弯矩作用的悬臂梁

如图 7所示 ,以自由端部受弯矩作用下的悬

臂梁作为算例 . 采用点插值法时的计算模型如图

7( b)所示 .

计算中梁的长度与厚度分别为 L = 8 m与 D

= 1 m;端部截面上三角形分布荷载的最大集度

为 F = 3 Pa,梁材料的弹性模量与泊松比分别为

E= 100 MPa与ν= 0. 25. 对于该问题 ,由弹性理

论
[10 ]
所得到的位移与应力解分别为

u =
M
EI

x y , v = -
M
EI

(x
2
+ νy

2
) ( 15a )

ex =
My
I

, ey = fx y = 0 ( 15b)

式中: I = D
3
/12,为截面的惯性矩 ;M是截面弯

矩 . 图 8给出了计算所得到的中性轴挠度及 x =

4 m处横截面上的应力 ,并与用无网格 Galerkin

法 [11 ]的计算结果进行了对比 ,由此可见本文数值

解具有较高的计算精度 .
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2. 5　裂纹扩展过程数值模拟分析

2. 5. 1　裂纹断裂准则　常用的裂纹断裂判断准

则有:最大周向拉应力理论准则 ,最大周向拉应变

理论准则 ,最大能量释放率理论准则等 . 本文以

由 Ergogan和薛明昌提出来的最大周向拉应力理

论准则作为裂纹扩展的判据 . 其基本假设为

①裂纹沿周向应力eθ最大值方向扩展 ;

②裂纹开始扩展的判据是 eθmax达到临界值 .

其开裂判据表达式为

co s
θ
2

K Icos
2 θ
2
-

3
2
K II sinθ= Kθc

式中: K I和 K II分别为 I型和 II型裂纹应力强度因

子 ; Kθc为材料的断裂韧度 ;θ为裂纹扩展角度 ,其

意义如图 9所示 .

图 9　裂纹扩展角度

Fig. 9　 The crack propagation angle

　　裂纹扩展的方向角由下式确定:

K Isinθ+ K II ( 3cosθ- 1) = 0

通过求解上式可得到裂纹的起裂角

θ= 2arctan 1
4

K I

K II
±

K I

K II

2

+ 8

2. 5. 2　三点弯曲梁数值模拟分析计算　考虑如

图 10所示三点弯曲梁试件 . 试件长 L = 3. 0 m,

高 h = 0. 6 m ,裂纹长为 0. 3 m. 梁材料的弹性模

量 E = 1 GPa,泊松比ν= 0. 3. 承受集中荷载的

作用 ,P = 200 kN,不计自重 ,模拟裂纹扩展路径

情况 ,计算节点分布如图 11所示 . 裂纹扩展计算

结果如图 12所示 ,图 13为三点弯曲梁变形图 ,为

便于对比分析 ,图 14给出了数值流形法计算结

果 ,由图可见本文计算结果与已知解吻合程度很

　　

图 10　三点弯曲梁试件

Fig. 10　 Sing le edge no tch beam in 3 po int bending

图 11　节点布置图

Fig. 11　 Node ar rangement

图 12　 裂纹扩展最终结果

Fig. 12　 The final r esult of cr ack propaga tion

图 13　裂纹扩展变形图

Fig. 13　 Th e defo rma tion o f c rack and beam

图 14　 数值流形法计算结果
[4 ]

Fig . 14　 The computed result o f MM [4]

好 ,证明本文方法在求解裂纹扩展等非连续变形

问题中可行 ,所得结果是可靠的 .

3　结　论

本文将数值流形方法中的有限覆盖技术与无

网格中的点插值技术相结合建立了有限覆盖点插

值无网格方法 ,采用这种方法构造形函数过程简

单 ,形函数求导中无需逆矩阵求导 ,前处理过程简

便 ,提高了计算效率 . 由此所构造的形函数具有

KroneckerW-函数性质 ,易于处理位移边界条件 .

这种方法能够较精确地拟合任意曲线 ,且成功地

通过了分片检验 ,保证了数值解的收敛性 . 数值

算例分析初步表明 ,这种有限覆盖点插值无网格

方法是一种具有相当计算精度和计算效率的数值

计算方法 ,同时根据有限覆盖技术的特点 ,这种方

法能够有效地应用于裂纹扩展等非连续变形分析

中 .
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Element-free point-interpolation procedure

based on finite covers and its application

FAN　Cheng* 1, 2 ,　LUAN　Mao -t ian 1, 2 ,　YANG　Qing 1, 2

( 1.State Key Lab . of Coastal and Offshore Eng . , Dalian Univ . of Technol . , Dal ian 116024, China ;

2. Inst . of Geotech . Eng . , School of Civi l and Hydraul . Eng . , Dal ian Univ . of Technol . , Dalian 116024, China )

Abstract: Numerical mani fold method can so lv e both continuous and discontinuous defo rmation

problems in a unified ma thematica l fo rmula tion. The f ini te cover is the essential technique in this

method. The element-free methods have a relative simple pre-treatment pro cess. The

point-interpolation procedure is one of the element-free methods. So the fini te cover technique and

point-interpolation method a re integ rated tog ether to develop an element-free point-interpolation

procedure based on finite covers which takes both advantages of these tw o types of numerical

methods. The fundamental theory of this procedure is illust ra ted. Then i t i s show n that the

convergence can be guaranteed by the pa tch test. As an example, curv e-fi t ting test i s conducted and i t

is show n that the shape functions const ructed by the propo sed method can display th e property of

KroneckerW-function and the curv e fi tted by the procedure ha s a high er accuracy.

Key words: finite covers; element-free /meshless; point-interpola tion procedure based on finite

covers; property of KroneckerW-function
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