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扁桁架结构稳定分析几何非线性临界点 -欧拉理论
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摘要: 研究了扁桁架结构的稳定性问题 ,提出了中等扁度桁架稳定分析的几何非线性临界

点 -欧拉理论 . 引入杆件应变能密度为 1的条件 ,以欧拉稳定条件为约束 ,在精确的变形 -位

移下构造了高精度的迭代方法 ,准确地求解了杆件截面积和内力的稳定临界解 . 给出了数值

例题 ,说明了该理论的有效性 ,并对已有的各种稳定性分析理论进行了评述 .
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0　引　言

现有的两个扁桁架结构的稳定分析理论
[1、 2 ]

,

一为几何非线性临界点理论 ,适用于高荷载、大截

面的特扁桁架 ;二为几何非线性欧拉理论 ,适用于

小扁度和低荷载、小截面的大扁度扁桁架 ,而对中

等扁度 ,例如高跨比在 1 /40～ 1 /80的扁桁架 ,这

两个理论都不适用 . 本文将上述两个理论结合起

来 ,提出几何非线性临界点 -欧拉理论 ,可用来分

析中等扁度桁架的稳定性问题 ,并在大扁度、大截

面和高荷载的条件下自动归结为几何非线性临界

点理论 ,在小扁度且截面积由欧拉稳定条件决定

时自动归结为几何非线性欧拉理论 .

1　几何非线性临界点 -欧拉理论的

求解方法

首先叙述几何非线性临界点 -欧拉理论的求

解过程:

( 1)根据桁架结构的原始几何尺寸和给定杆

件的初始截面 ,用线性平衡方程求得内力向量 N
。

= (N
。

1　N
。

2　…　N
。

n ) T ,n为杆件数 .

( 2)用杆件 K (K为杆件号码 )的应变能密度

为 1的稳定条件
[2 ]

A
。

K =
λ
2Ed
|N
。

K|

修正杆件的截面积 ,其中λ为未知的可变参数 ,每

给定一λ值即可确定一个稳定解 ,但并非临界解 ,

按黄金分割法给出一系列λ的值 ,从而得到一系

列解 ,其中对应于结构重量最小的一个解 ,即为 λ

的临界解 ,相应的λ记为λ-cr (区别于临界荷载的临

界稳定系数 ) .

( 3) 用胡克定律求得各杆的变形量 WK =

N
。

K lK /EA
。

K ,但对超静定问题 ,只计算与自由度数

M相同个数的杆件的WK ,记为WK
1
,其余杆件的变

形量 (记为WK
2
)先不计算 ,将用第 ( 5)步中的方法

求 出 . 根 据 胡 克 定 律 求 出 新 的 NK
2 =

WK
2
A
。

K
2
E /lK

2
.

( 4)用WK
1
(共 M个 )求出各节点的位移 ui ,vi ,

wi ( i = 1, 2,… ,M ) ,得到节点的位移向量 U =

(U1　U2　…　UM ) T . 方法是先算出各 K 1杆变

形后的长度 l′K 1 = lK 1 + WK 1 ,又因

l′K
1
= Δx-2

ij + Δy-2
ij + Δz-2

ij

Δx-ij = xi + ui - ( xj + uj )

Δy-ij = yi + vi - ( yj + vj )

Δz-ij = zi + wi - (z j + w j )

i , j分别为 K 1杆的右、左端节点的序号 ,这样共有

M个 l′K
1
的表达式 ,可解出 M个位移分量 U1 ,U2 ,

… ,UM . 这里 l′K
1
与位移分量的关系式就是变形

与位移关系的精确几何方程式 .



　　 ( 5)在变形后的几何构形下建立待定的内力

NK
1
(共 M个 )的平衡方程式:

∑
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2
= Δx-′2ij + Δy-′2i j + Δz-′2ij - lK

2
( 3)

WK 2右端式的各坐标差中的位移分量都是已知的 ;

1V i为与节点 i相连接的待定内力为 N K
1
的杆件杆

号的集合 ; 2V i 为与节点 i相连接的已知内力为

NK
2
的杆件杆号的集合 ; - ∑

j∈
2
V
i

NK
2
Δx-′i j l′K

2
实际

上是已知内力杆的内力化成的 i节点 x方向的外

力 . 同样 ,在 i节点上还有 y、z方向的两个平衡方

程 ,共有 M个平衡方程可解出 M个内力 NK
1
.

( 6)解第 ( 5)步中的平衡方程 ,求得待定的内

力向量 N
1

= ( N
1

1　 N
1

2　…　 N
1

n ) T ,其中包括已知

的 n - M 个内力分量和截面积向量 A
1

=

( A
1

1　 A
1

2　…　 A
1

n )
T
.

( 7)检查是否|A
1

- A
0

|≤X?是则计算结束 ,否

则令 N
0

←N
1

转 ( 1) .

这个解法过程是作者独立开发的 ,解法简单、

有效、精度高 .

如果将第 ( 2)步中的应变能密度为 1的稳定

条件代以圆杆的欧拉稳定条件

A
。

K = 2lK |N
。

K| πE (压杆 ) ( 4)

A
。

K = N
。

K / [e] (拉杆 ) ( 5)

或以位移约束条件修正拉杆的 AK ,上述解法就变

成几何非线性欧拉稳定理论的解法 .

应当指出:当求解一给定问题时 ,为节省计算

工作量 ,不论高跨比是多大 ,应先用欧拉稳定理论

求解 . 如果求得了解 ,那么就是该问题的稳定临

界解 . 如果欧拉解不存在 ,只在迭代的最初几步

就可以知道 ,并不浪费多少时间 ,再用临界点理论

求解 ;如果得到了解 ,再检查每个截面是否符合欧

拉稳定条件 ,如符合 ,则为该问题的稳定临界解 ,

如有部分杆违反欧拉条件 ,就要用欧拉稳定条件

对该部分杆件的截面进行修正 ,并进行迭代计算 .

在每次迭代时 ,对违反欧拉稳定条件的杆用欧拉

条件修正截面 ,对不违反欧拉稳定条件的杆件仍

应用应变能密度为 1的稳定条件修改杆件截面 ,

直到满足收敛条件求得稳定临界解为止 . 这就是

本文的几何非线性临界点 -欧拉理论的解法 . 最

终 ,肯定可由欧拉理论、临界点理论和临界点 -欧

拉理论中求得扁桁架的一个稳定临界解 .

2　算　例

例 1　 30杆空间屋顶桁架示于图 1(文献

[2] ) ,各节点坐标见表 1. 该桁架是 6重对称的 ,

自垂直平面 xOz开始 ,顺时针绕 Oz轴每旋转 60°

即得一垂直对称面 . 共有 4类杆件 ,其杆件序号

见表 2.

图 1　 30杆空间屋顶桁架

Fig. 1　 30-Ba r space roo f tr uss

表 1　节点坐标 (例 1)

Tab. 1　 Nodal coo rdina tes ( Example 1)

节点号 x /cm y /cm z /cm

1 0　 0 73. 15

2 457. 2 791. 89 55. 88

3 914. 40 0 55. 88

9 457. 2 914. 40 0

10 1 371. 6 791. 89 18. 79

11 1 828. 8 0 0

表 2　杆件序号 (例 1)

Tab. 2　 Ordinal num be rs of bar s ( Example 1)

杆件类别 杆件序号

1 j , j = 1～ 6

2 j+ 6, j = 1～ 6

3 3j+ 10, j = 1～ 6

4 j+ 13+ int [ ( j - 1) /2 ] , j = 1～ 12

其中 int [ ( j - 1) /2]为 ( j - 1) /2的整数部分
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的值 ,每类杆具有相同截面 . 杨氏模量为 68 950

MPa ,节点 1作用 8 907. 5 N向下的荷载 ,许用应

力为 78. 603 M Pa, 材料 密度 d= 0. 002 77

kg /cm
3
,杆件截面下界为 0. 645 2 cm

2
. 本例的高

跨比为 1 /50,单独用欧拉理论或临界点理论解均

可能无效 ,所以先用临界点理论解法求解 ,见表

3.

表 3　临界点理论解与临界点 -欧拉理论解

Tab. 3　 Solutions by the critica l-point and critical-point-Eulerian theo ries

杆件类别
临界点理论解

　N /N　　　　　 A / cm2　

临界点 -欧拉理论解

　N /N　　　　　A /cm2　

1 - 134 749. 1 331. 772 2 - 134 749. 1 331. 772 2

2 111 379. 6 274. 233 0 111 867. 6 275. 433 6

3 - 20 722. 9 51. 019 3 - 18 764. 7 53. 894 1

4 - 2 680. 9 6. 601 3 - 4 148. 0 25. 312 9

　　节点 1的位移 w1 = - 7. 195 6 cm ,节点 2～

7的位移 w j+ 1 = 0. 000 873 76 cm , j = 1～ 6;

dj+ 1 = 0. 053 8 cm , j = 1～ 6; W = 99 963 N.

经欧拉稳定条件检验 A3j+ 10 = 56. 634 7 cm2 ,

Aj+ 13+ k = 22. 672 2 cm2 , k = int
j - 1

2
.

所以上述临界点理论的解并不是该问题的稳

定解 ,应将欧拉条件作为截面下界约束对截面进

行修正 ,又经过 19次迭代 ,求得满足欧拉条件的

临界点 -欧拉理论的稳定解 ,见表 3的最后一列 .

其他解为 w 1 = - 7. 069 6 cm, w j+ 1 = 0. 126 8

cm, j = 1～ 6; d j+ 1 = 0. 053 6 cm, j = 1～ 6;

W = 106 156. 5 N.

例 2　 30杆空间屋顶桁架如图 1,除各节点 z

坐标 (见表 4)有变化外 ,其余所有数据与例 1中

的相同 .

本例的高跨比为 1 /16. 761 3. 先用欧拉理论

解法求解 ,见表 5.

用欧拉理论求得的其他解: w 1 = - 6. 176 3

cm, wj+ 1 = 1. 983 0 cm , j = 1 ～ 6; d j+ 1 =

0. 388 2 cm, j = 1～ 6;W = 17 711. 5 N. 本解的

Aj+ 6是由|w 1|< 6. 223 cm的条件求得的 . 至此 ,

可以肯定这就是该桁架的稳定临界解 ,临界点理

论的解也用本文方法求出 ,列在表 5最后一列 ,以

供比较 . 临界点理论的其他解: w1 = - 22. 774 9

cm, wj+ 1 = - 0. 094 8 cm, j = 1 ～ 6; d j+ 1 =

0. 527 8 cm, j = 1～ 6; W = 3 403. 5 N. 各杆的

应变能密度除最后一组外皆为 1. 顺便给出文献

[2]中的相应解 ,见表 6,对应的 W = 3 412. 4 N,

其他数据原文没有给出 .

表 4　节点坐标 (例 2)

Tab. 4　 Nodal coo rdina tes ( Example 2)

节点号 x /cm y /cm z /cm

1 0　 0 218. 22

2 457. 2 791. 89 164. 24

3 914. 4 0 164. 24

9 457. 2 914. 40 0

10 1 371. 6 791. 89 55. 14

11 1 828. 8 0 0

表 5　欧拉理论解与临界点理论解

Tab. 5　 So lutions by the Eulerian theo ry and the critical-point theo r y

杆件类别
欧拉理论解

　N /N　　　　　 A / cm2　

临界点理论解

　N /N　　　　　A /cm2　

1 - 29 678. 9　 69. 367 6 - 43 428　　 　10. 898

2 21 388. 3　 7. 296 8 35 568. 5　 　 8. 925 8

3 - 8 705. 5　 39. 725 7 - 6 627. 8　 　 1. 663 2

4 269. 89 0. 806 5 - 1 321. 15 　 0. 645 2
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表 6　文献 [2]的解与线性欧拉理论解

Tab. 6　 So lutions o f Lit. [2 ] and the linea r Eule rian

th eo r y

杆件类别
文献 [2 ]

　 A /cm2　

线性欧拉理论解

　N /N　　　　　 A / cm2　

1 10. 92 - 25 194. 3 62. 438 6

2 8. 873 5 14 987. 7 1. 903 2

3 1. 737 4 - 16 193. 8 50. 193 4

4 0. 645 2 5 816. 4 0. 741 9

文献 [2]的解没有本文解法精确 ,各杆的应

变能密度为 1的只有一组 ,其余的皆不为 1. 本文

的解除最后一组杆由截面下界决定外 ,其余各杆

应变能密度皆为 1. 另外将临界点理论的解同欧

拉理论解相比较 ,显然临界点理论的解是危险的 ,

用于实际必引起失稳 . 另外 ,再给出该问题的线

性欧拉理论解 (内力和截面积 ) ,列在表 6,以供比

较 . 这个解对应的 w 1 = 1. 151 4 cm, wj+ 1 =

- 0. 242 8 cm , j = 1～ 6; d j+ 1 = 1. 043 2 cm , j

= 1～ 6; W = 17 525. 5 N. 本解的 A j+ 6是由抗

拉强度条件求得的 .

经比较可见 ,线性欧拉理论的解与几何非线

性欧拉理论的解很接近 ,重量之差仅为 1. 03% ,

所以线性欧拉理论的解完全可应用于一般小扁度

桁架 ,且解法更简单、有效 ,精度也足够 .

例 3　 30杆空间屋顶桁架如图 1,除节点 z坐

标之外 ,其余原始数据皆与例 1中的相同 . 新的

坐标为 z 1 = 36. 576 cm; z j+ 1 = 24. 384 cm , j =

1～ 6; z 2j+ 6 = 12. 192 cm, j = 1～ 6. 本题的高

跨比为 1 /100,无几何非线性欧拉理论的解 . 临界

点理论的解列在表 7内 .

表 7　临界点理论的解

Tab. 7　 Solution by th e critica l-point theo ry

杆件类别 N /N A /cm2

1 - 191 480. 5 943. 065 9

2 135 788. 1 668. 774 1

3 - 51 344 246. 821 4

4 - 5 575. 6 27. 449

求得的其他解的值为 w1 = - 5. 102 9 cm,

wj+ 1 = - 0. 000 734 06 cm, j = 1～ 6; dj+ 1 =

0. 026 9 cm, j = 1～ 6; W = 371 927. 5 N. 经检

验 ,上述解中的 A j+ 13+ k (k = int
j - 1

2
)违反欧拉

稳定条件 , 27. 460 6 cm
2
应为 29. 325 7 cm

2
,但两

者相差只有 6. 5% ,按规范规定 ,修改为 29. 325 7

cm2即可 ,这个调整对其余杆件影响不大 . 这就是

该桁架的稳定临界解 .

由上述 3个例题的计算结果看到 , 3个桁架的

稳定临界解分别由 3个理论求出 . 而临界点理论

为什么只适用于大扁度扁桁架呢?在计算中可看

到 ,如无尺寸下限的约束 ,临界点理论求解过程应

变能密度为 1的条件使得所有杆件 (不论拉杆或

压杆 )的应力的绝对值皆相等 ,这就说明 ,该理论

认为不论压杆或拉杆皆有相同的抵抗失稳的能

力 . 其实 ,这不完全正确 ,因为对于扁度较小的桁

架 ,结构的失稳常由欧拉屈曲失稳而引起 ,这时受

压杆件中的临界应力比受拉杆件的应力要小得

多 ,尤其是细长杆件 . 这说明压杆抵抗失稳的能

力比拉杆弱得多 ,越细长的受压杆件抵抗失稳的

能力越弱 ,这就是临界点理论不适用于这类桁架

的根本原因 . 那为什么临界点理论却适用于大扁

度扁桁架呢?恰恰是这类桁架失稳时各杆皆处于

直线状态 ,因此各杆中应力的绝对值才可能保持

相同 ,拉压杆表现出相同的抵抗失稳的能力 ,从而

使得该理论只适用于该类桁架 .

3　结　论

( 1)本文提出的几何非线性临界点 -欧拉稳

定理论适用于求所有扁桁架结构的稳定临界解 ,

也就是在强度 (或位移 )和稳定约束下的扁桁架

结构的最轻重量截面优化设计 . 在扁度很小时 ,

例如本文例 2中 H /L = 1 /16. 761 3的扁桁架中 ,

线性欧拉稳定理论即可求得足够精确的稳定解 .

( 2)应当特别指出 ,有一些文献
[2、 3 ]
扁桁架的

例题中 ,将临界点理论用于其适用的范围之外 ,导

致其截面解违反欧拉稳定条件 ,成为面积过小的

危险设计 ,例如文献 [4 ]中对称 2杆桁架只有 H

= 6. 35 cm时的结果是正确的 ,其余的结果经过

本文的验算全部都是错的 ,至于不对称 2杆桁架

和 4杆空间桁架的结果皆违反欧拉稳定条件 ;文

献 [3 ]中的 4杆桁架、 24杆桁架和文献 [2 ]中的 30

杆桁架以及文献 [5 ]中的其他例题等都是不对

的 ,都是不符合欧拉条件的危险设计 .

( 3)有些人仍然应用几何非线性特征值稳定
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理论研究各种桁架结构的稳定临界解 ,例如文献

[6]中的许多算例的结果本文推测都不会正确 ,

作者在文献 [7 ]中进行了理论分析和算例比较 ,

后来又查阅了历史资料 ,未查到关于几何非线性

特征值理论的科学实验验证 ,也未见到这种模式

失稳的工程实例 ,最终证明该理论和振动中的特

征值理论根本不同 ,是错误的 . 用该理论计算桁

架的临界荷载过高 ,用该理论求得的桁架的稳定

临界解过小 ,是危险的设计 ,文献 [8、 9 ]中的一些

例题都是如此 . 该理论对任何桁架结构全不适

用 . 原因是他们从未怀疑过该理论会有错误 ,也

未考虑过欧拉稳定理论对桁架结构稳定性的影

响 .
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Geometrically nonlinear critical-point-Eulerian stability theory for

stability analysis of shallow truss structures

SUN　Huan -chun
* ,　WANG　Yue -fang ,　LIU　Chun-liang

( Dept . of Eng . Mech . , Dalian Univ . of Technol . , Dalian 116024, China )

Abstract: The stabili ty o f sha llow truss st ructures is studied. A geometrically nonlinea r

cri tical-point-Eulerian theo ry is presented fo r analysis o f stabili ty of the trusses with medium

obla tenesses. A precise i tera tion scheme is developed to solve cri tical v alues of cro ss-sectional a reas

and internal forces by using the exact relation betw een displacement and st rain along wi th const raints

o f uni ty stress intensi ty of members and the Euler′s stabi li ty condi tion. The numerical ex amples show

the present theo ry is ef fectiv e. In addition, comments are giv en on several other existent theo ries of

stabili ty analysis.

Key words: s tabi li ty theo ry; shal low truss; g eometrica lly nonlinear; critical-point theo ry; Eulerian

theo ry
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