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摘要: 测试信息不完备、测量噪声等因素是制约结构损伤识别方法应用的主要难点 . 为此首

先采用部分测点的实测模态振型数据和未测点的有限元模型模态振型数据构造出完整的模

态振型 . 其次 ,建立了一种适合梁系和杆系结构的基于不完备测试信息的损伤识别方程 ,并

采用 Levenberg-Ma rqua rdt非线性最小二乘算法进行了方程的求解 . 由于采用的是标量损伤

模型 ,该方法可以同时进行结构的损伤定位和定量研究 . 最后 ,用一个平面桁架模型进行了

数值模拟 ,重点考查了实测自由度数、模态数、测试噪声对损伤识别结果的影响 . 研究表明 ,

在测试数据不完备及一定噪声水平条件下 ,该方法仍有较好的损伤识别能力 .
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0　引　言

当前 ,土木工程结构的损伤识别和健康监测

技术一直是国内外研究的热点问题 . 虽然针对不

同的工程结构 ,已经发展了许多有效的损伤识别

方法 [1～ 3 ] ,但是如何利用不完备、含有噪声的实际

模态测试信息得到满足一定精度要求的损伤识别

结果仍然是目前结构损伤识别研究中的难点 .

以往基于有限元模型的结构损伤识别方法在

解决这个问题时 ,多是采用模型缩聚或是模态振

型扩展的方法 [4、 5 ] . 模型缩聚或是模态振型扩展

技术从一定程度上解决了不完整模态数据的问

题 . 但是 ,模型缩聚或模态扩展以后 ,往往会破坏

原始结构的连续性或引入额外误差 ,导致用于损

伤定位的标识量的物理意义丧失 ,进而影响到识

别的效果 .

本文基于不完备且存在数据误差的模态测试

信息开展适用于典型结构的损伤识别方法研究 .

模态测试信息的不完备通常表现为测试模态的不

完整和测试自由度的不完整 . 造成这种不完备主

要有两方面的原因: 第一 ,在实际的振动测试中 ,

　　

由于模态分析仪器的带通宽度限制 ,只能提取到

部分低阶模态信息 ,许多高阶模态数据无法通过

观测得到 ;第二 ,由于受各种条件的限制 ,观测仪

器一般只能布置在结构有限的自由度上 ,造成实

际观测自由度数通常小于有限元分析模型的自由

度数 ,这样经过模态分析得到的观测模态振型也

就只包含了对应于观测自由度的模态振型分量 .

本文在前人 [6 ]工作的基础上开展针对杆系

结构的损伤识别研究 . 在有限元模型和不完整实

测模态数据的基础上 ,建立适用于杆系结构的非

线性损伤控制方程 ;并采用非线性最小二乘算法

进行桁架结构损伤识别的数值模拟研究 . 重点考

查实测自由度数量、模态数量、数据噪声对损伤识

别结果的影响 .

1　基本理论

1. 1　特征方程及损伤方程的建立

结构损伤前后的特征方程为

Ku ui - λuiMu ui = 0 ( 1)

Kd di - λdiMd di = 0 ( 2)

　　



式中: K和 M分别表示结构的整体刚度矩阵和质

量矩阵 ;λ和  分别表示结构的特征值和特征向

量 ;下标 u和 d分别表示结构无损伤和有损伤两

种状态 ; i表示第 i阶模态 .

一般认为结构损伤仅仅导致结构刚度发生变

化 ,而质量不发生改变 ,即

Kd = Ku - ΔK ( 3)

Md = Mu ( 4)

将式 ( 3)、 ( 4)代入式 ( 2) ,得到损伤结构的特征方

程

[Ku - λdiMu ] di - ΔK di = 0 ( 5)

结构损伤引起刚度的局部变化 ,建立损伤模

型时通常认为是在结构单元水平上刚度发生折

减 ,因而采用的是标量损伤模型

ΔK = ∑
n
e

j= 1
TjKj ( 6)

ne表示结构的单元总数 ; Kj表示第 j单元的扩阶

刚度矩阵 ;Tj ∈ [0, 1] ,表示第 j单元的单元损伤

系数 ,在本文中是待识别参数的一部分 . 在后文

中将看到 ,由于单元损伤系数Tj 是定义在单元水

平上的损伤待识别参数 ,其值大小不仅反映了单

元的损伤程度 ,而且也直接指示了损伤单元的位

置 .

1. 2　损伤结构不完整模态重构

首先 ,为了判断一个实测得到的不完整模态

与哪一个有限元模型计算模态属于同一阶模态振

型 ,利用模态置信准则 (MAC ) ,将实测模态与有

限元模型模态进行匹配程度对比 ,即

MAC ( 
m
ui , 

m
di ) =

| mT
ui  m

di|2

| 
mT
ui  

m
ui|| 

mT
di  

m
di|

( 7)

式中:  m
ui为损伤前有限元模型对应于实测自由度

上的扩阶模态向量 , m
di为损伤后实测自由度扩阶

模态向量 . 假设结构的自由度总数为 N ,实测自

由度总数为 Nm ,则 
m
ui和 

m
di都是 N× 1的列向量 ,

但是只在 Nm个实测自由度上有值 ,其他未测自

由度上值为 0. 置信因子 MAC接近 1. 0时 ,认为

实测模态是可信的 ,否则实测模态数据不能采用 .

然后 ,利用模态比例因子Zi及实测模态向量

 
m
di 求出基于有限元模型的损伤结构实测修正向

量

 m*
di = Zi m

di ( 8)

式中

Zi =
 mT

ui  m
di

 
mT
di  

m
di

( 9)

实测损伤结构的模态特征向量是不完整的 .

因此 ,需要补充未测自由度模态向量

 unm
di =  unm

ui + Δ ui ( 10)

其中 Δ ui可以通过如下方式构造 [7 ]:

Δ ui = ∑
N
unmi

k= 1

Uik unm
uk ( 11)

这里 ,N unmi为损伤结构第 i阶模态向量未测自由

度总数 , N u nmi = N - Nm ,Uik为模态参与因子 . 综

合式 ( 8)和 ( 10) ,损伤结构第 i阶完整模态向量可

表示为

 di =  m*
di +  unm

di ( 12)

1. 3　损伤结构控制方程的建立

将式 ( 6)、 ( 12)代入特征方程 ( 5) ,可推导出

损伤结构的控制方程:

- ∑
n
e

j= 1
∑
N
unmi

k= 1
a
K u
jk UikTj - ∑

n
e

j= 1
a
K a
ji Tj+ ∑

N
unmi

k= 1
a
M u
k Uik+ a

Ma
i =

0 ( 13)

其中

a
K u
jk = Kj 

a
i ( 14)

a
Ka
ji = Kj di ( 15)

a
Mu
k = [K - λdiM ] 

a
i ( 16)

a
Ma
i = [K - λdiM ] di ( 17)

 
a
i =  

m
di +  

unm
ui ( 18)

从式 ( 13)可以看出 ,损伤结构控制方程是非线性

方程 ,待识别参数包括单元损伤系数Tj 及模态参

与系数Uik .

2　 Levenberg-Marquardt最小二乘

算法

假设实际测试中只能获得结构的前 N L阶模

态信息 ,为了求解待识别参数 Tj及 Uik ,可以将非

线性损伤结构控制方程表达成广义非线性方程系

统形式:

f i (x ) = 0 ( 19)

x = (Tj　Uik )
T

( 20)

i = 1～ N L , j = 1～ ne , k = 1～ N u nmi .

基于方程 ( 19) ,构造非线性最小二乘问题如

下:

min f (x ) =
1
2

‖ F (x )‖ 2
2 =

1
2∑

N
L

i= 1

f
T
i (x ) f i (x )

( 21)

其中 F (x ) = ( f 1 (x )　 f 2 (x )　…　 f N
L
(x ) )

T
.

对于方程 ( 21)的求解 ,现在常用的方法有
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Gauss-N ew ton法、 Levenberg-Marquardt法和拟

牛顿法 . 出于数值稳定性的考虑 , 本文利用

Levenberg-M arquardt非线性最小二乘算法对上

述非线性结构控制方程中的损伤系数Tj及模态参

与系数Uik进行求解 .

Levenberg-M arquardt法是信赖域方法的一

种 ,其模型为 [8 ]

min‖ F (xi ) + J (xi ) (x - xi )‖ 2

s. t. ‖ x - xi‖ 2 ≤ hi
( 22)

其中 J (x )是 F (x )的 Jacobi矩阵 ,

J =

 f 1
 x1

…
 f 1
 xn

  

 f N L

 x1
…

 f N L

 xn

( 23)

这个模型的解可以由解方程组

(JT (xi )J (x i ) + _ i I )di = - J
T (xi )F (xi )

( 24)

来表征 . 从而

xi+ 1 = xi - (JT (xi ) J(xi ) + _ i I ) - 1
J
T (xi )F (x i )

( 25)

如果‖ (JT (xi ) J(xi ) )- 1
J
T (x i )F (xi )‖ ≤ hi ,则 _ i

= 0;否则_ i > 0. 由于 (JT (x i )J (xi )+ _ i I )正定 ,

式 ( 24)产生的方向 di是下降方向 ,即保证F (xi +

di ) < F (xi )成立 ,达到全局收敛 .

3　数值模拟

3. 1　计算模型及基本假定

本文采用一六跨桁架桥模型进行了数值模

拟 . 桁架桥模型共有 14个节点 , 31个单元 ,如图 1

所示 . 结构的自由度数为 25,每个单元的弹性模

量 E = 2. 1× 1011 Pa, 密度d= 7 800 kg /m3 ,横

截面面积 A = 6. 45× 10
- 4

m
2
, 每跨的长度 l =

0. 5 m,每个节点只考虑竖向的平动自由度 .

图 1　六跨桁架桥模型
Fig . 1　 Six-bay plane truss bridge model

　　为使问题简化 ,假定桁架结构完好状态下建

立的有限元模型是精确的 ,即结构有限元模型已

经过实验模态参数的动力修正 ,可以模拟实际结

构的动力特性 . 假定采用质量归一化模态 ,模态

观测数据用结构的有限元模型模拟获得 ,损伤用

弹性模量的折减来模拟 .

对于桁架结构而言 ,由于弦杆、腹杆和竖杆具

有不同的模态应变能水平 ,在损伤工况的设计时 ,

对这 3种杆件各选择了一个进行研究 . 数值模拟

时 ,考虑了单一损伤和多损伤工况 ,并且考虑了不

同损伤程度的影响 . 损伤工况的设计如下: ( 1)单

元 14、 16和 17发生 5% 的损伤 ,即T14 = 0. 05,T16

= 0. 05,T17 = 0. 05; ( 2)单元 14、 16和 17分别发

生 20% 、 30% 和 10% 的损伤 ,即T14 = 0. 20,T16 =

0. 30,T17 = 0. 10.

3. 2　计算结果与讨论

( 1)从图 2、 3可以看出 ,在无噪声和模态测试

数据完备的情况下 ,无论是单一损伤工况还是多

损伤工况 ,最多只要用到前两阶模态数据 ,就可以

同时准确识别出损伤单元的损伤位置和损伤程

度 ,而且对轻微损伤 (单元损伤程度 5% )也具有

很好的探测能力 . 已经提出的节点型损伤识别方

　　

图 2　测点完备时 ,单元 14、 16和 17发生 5%

的损伤

Fig . 2　 Damage in the 14th, 16th and 17th ( 5% )

element with comple te mea sur ements

图 3　测点完备时 ,单元 14、 16和 17分别发

生 20%、 30% 和 10% 的损伤
Fig . 3　 Damage in th e 14th ( 20% ) , 16th ( 30% )

and 17th ( 10% ) element with complete

measurements
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法 ,比如柔度法、残余力向量法 ,在识别同一节点

连接多个单元的情况时 ,往往表现出识别结果的

模糊性 ,即无法准确确定连接到同一节点的无损

单元和损伤单元 . 但是本文的方法不会出现这种

情况 ,因为损伤识别的参数是单元的损伤系数 ,即

定位是直接在单元水平上进行的 .

( 2)实际振动测试过程中 ,由于各种条件的

限制 ,测试数据是不完备的 ,研究不完备测试信息

下的损伤识别方法就有着现实意义 . 前文提到 ,

测试信息的不完备主要表现为实测模态数的不完

整和实测自由度数的不完整 . 但是由于本文的方

法只用到前几阶低阶模态信息 ,这里仅考查实测

自由度不完整情况下 ,本文方法的识别效果 . 图 4

给出了无噪声情况下 , 4个测点 (节点编号为 6、

7、 8、 9)时工况 2的损伤识别结果 . 在这里用到的

测试数据包括前 2阶模态频率数据和测试点的前

2阶平动自由度模态振型数据 . 从图 4可以看出 ,

在测点信息不完备的情况下 ,虽然识别的结果与

图 3相同 ,但是需要用到 4阶模态测试数据才能

识别出准确的结果 . 这说明采用的模态数量对于

损伤识别结果有着重要影响 . 产生这种现象的本

质原因在于反问题的不适定性 . 在求解最小二乘

问题时 ,会出现方程个数小于、等于或大于未知数

个数 3种情况 ,分别对应欠定、静定及超定状态 .

在 4个测点的情况下 ,只有采用 4阶模态 ,才能得

到最为理想的损伤识别结果 . 这时方程的个数是

100个 ,而待识别参数的个数是 99个 ,对应着超定

状态 ,否则会导致欠定状态的出现 . 当处于欠定

状态时 ,最小二乘法不是总能得到符合要求的解 .

图 4　测点数为 4,模态数为 4时 ,单元 14、 16和

17分别发生 20%、 30% 和 10% 的损伤
Fig. 4　 Damage in the 14th ( 20% ) , 16th ( 30% ) and

17th ( 10% ) elem ent with four mea sur ement

po ints and th e first four modes

　　 ( 3)从图 4还可以看出 ,尽管增加测试模态

数后 ,在测试信息不完备的情况下 ,仍然可以很好

地验证本文方法的有效性 ,但是 ,一个明显的问题

在于: 数值模拟时 ,测点的选择是确定性的 ,即测

点的选择包括了损伤单元的节点 . 因此 ,从一定

意义上讲 ,损伤单元的测试自由度信息是完整的 .

而对于实际工程结构的损伤识别是个反问题 ,无

法事先获得结构的损伤状态信息 ,因此测点的选

择是不确定的 . 本文数值模拟结果表明 ,如果仅

包括损伤单元节点的部分测试信息 ,即使增加测

点数 ,那么识别结果也会出现很大的误差 . 图 5

给出了前 4阶测试模态下 ,测点数为 9个 (节点编

号为 3、 4、 5、 6、 7、 9、 10、 11、 12) ,但是不包括第 16

个损伤单元的节点 8的测试信息的损伤识别结

果 . 从图 5可以看出 ,损伤单元 16没有被识别出

来 ,而与损伤单元相连的无损单元却出现明显峰

值 ,比如 11和 21单元 . 这种现象说明 ,当观测自

由度分布不能覆盖到所有损伤单元时 ,观测数据

不能包含所有结构特征信息 ,即使增加测点数 ,也

不能精确识别出结构所有的损伤单元 . 因此 ,观

测自由度的选择是对结构损伤进行准确识别的前

提 ,也是现有识别方法面临的共同难题和很有意

义的研究课题之一 .

图 5　测点数为 9,模态数为 4时 ,单元 14、 16和

17分别发生 20%、 30% 和 10% 的损伤

Fig. 5　 Damage in the 14th ( 20% ) , 16th ( 30% ) and

17th ( 10% ) element with nine measurement

po ints and th e first four modes

　　 ( 4)数值模拟结果表明 ,尽管增加非损伤单

元对应的测点数并不能提高损伤单元的可辨识

性 ,但是当模态数增加至 10阶时 ,却能够识别出

损伤单元的位置和损伤的程度 ,这说明高阶模态

似乎更有利于损伤定位 ,如图 6所示 . 然而 ,在实

际振动测试中 ,高阶模态的获取是困难的和不准

确的 ,因此通过增加模态数来增强识别效果在实

际应用中有很大困难 . 另外 ,由于存在测点选择

的问题 ,似乎本文的方法没有什么实际意义 . 其

实不然 ,从图 4可以看到 ,实际只要获得损伤单元
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相应节点上的完整自由度信息 ,就可以通过本文

的方法 ,准确进行损伤识别 . 也就是说 ,虽然无法

事先获取损伤单元的测试信息 ,但是可以对所关

心的重要部位有重点地确定测点 ,并对其进行损

伤识别 ,这显然是合理可行的 . 这也说明 ,只要确

定所关心部位的测点信息 ,而不需要对整个结构

的所有测点进行测试 ,就能够确定所关心的部位

是否发生了损伤 . 因此从这个意义上讲 ,本文的

方法具有较好的应用前景 .

图 6　测点数为 9,模态数为 10时 ,单元 14、

16和 17分别发生 20% 、 30% 和 10%

的损伤

Fig . 6　 Damage in th e 14th ( 20% ) , 16th ( 30% )

and 17th ( 10% ) element w ith nine

measurement points and the fir st ten modes

　　 ( 5) 从上面的分析可以看出 ,无噪声时 ,即使

在测试信息不完备的情况下 ,采用本文的方法进

行损伤识别 ,也能取得很好的效果 . 但是 ,在实际

振动测试过程中 ,噪声对测试数据的精度有重要

影响 ,并直接影响到损伤识别结果 . 因此 ,抗噪声

能力也就成为衡量一种损伤识别方法有效性的重

要方面 . 为了研究本文方法的抗噪声能力 ,仍取

工况 2进行数值模拟 . 假定测点信息是确定的 ,

或者说在无噪声的情况下 ,所有损伤单元都是可

以识别的 . 噪声添加方式如下
[5 ]
:

O′i = Oi +
e
100

 Oi  Omax , i  randn( - 1, 1)

( 26)

式中: O′i 为相应的实测模态振型 ;Oi为第 i阶计算

振型 ;e为观测噪声水平 (如加 5% 的噪声 ,则e=

5) ;Omax, i为第 i阶计算模态振型Oi的绝对值最大

的分量 ; randn ( - 1, 1)为具有高斯分布的随机

数 . 图 7和图 8分别是模态振型分别添加 2% 和

10% 噪声时 ,采用 4测点 (测点布置同前 ) 6阶和

10阶模态计算的损伤识别结果 . 可见 ,模态数增

加 ,抗噪声能力也随之提高 ,但是本文方法在低阶

模态下的抗噪性能并不显著 .

图 7　测点数为 4,模态数为 6,模态振型添

加 2% 噪声时 ,单元 14、 16和 17分别

发生 20% 、 30% 和 10% 的损伤

Fig . 7　 Damage in th e 14th ( 20% ) , 16th ( 30% )

and 17th ( 10% ) element w ith four

measurement points and th e first six modes

with 2% noise in mode shapes

图 8　测点数为 4,模态数为 10,模态振型添

加 10% 噪声时 ,单元 14、 16和 17分别

发生 20% 、 30% 和 10% 的损伤

Fig . 8　 Damage in th e 14th ( 20% ) , 16th ( 30% )

and 17th ( 10% ) element w ith four

measurement points and the fir st ten modes

with 10% noise in mode shapes

4　结　论

( 1)在无噪声和模态测试数据完备的情况

下 ,只要用到低阶模态数据 ,就可以同时准确识别

出损伤单元的损伤位置和损伤程度 .

( 2) 当测试信息不完备时 ,测点的选择和模

态数量对结构损伤识别结果有重要影响 . 获得的

损伤单元观测自由度信息越丰富 ,识别结果越好 .

如果考虑到实测数据太过庞大 ,可以开展对重点

部位和分区域的损伤识别 .

( 3) 有噪声情况下 ,选取的模态数量对于损

伤识别结果有显著影响 . 模态数量越完备 ,抗噪

性越强 .
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( 4)本文的方法由于是基于有限元模型的 ,

建立一个能反映实际结构动力特性的有限元模型

是其识别成功的基础 . 另外 ,识别时用到了模态

频率和模态振型数据 ,因此 ,要求所需模态频率和

模态振型可以测量 ,而梁系和杆系结构的测点相

对而言易于布置 ,因此 ,本文的方法特别适用于杆

系和梁系结构 .
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Study of damage identif ication based on

incomplete modal measurements
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Abstract: Some facto rs, such as incomplete measurements, measurement noise, a re main di fficulties

confronted in damage identification method fo r application. Fi rst ly , based on the w o rk perfo rmed by

the ea rlier resea rchers, the complete mode shapes are fo rmulated using both the measured mode

shapes on partial measurement points and the remaining unmeasured ones of the finite element model.

Secondly, a damage identi fica tion procedure applicable to the beam and member st ructures using

incomplete modal measurements is presented. The lo calization and quantification o f the st ructural

damage can be determined simul taneously due to the scalar damage model adopted. Finally , a

numerical simulation of a plana r t russ is carried out wi th the Levenberg-M arqua rdt nonlinear least

squares procedure, in w hich the ef fects of the measured number of deg rees o f freedom , the number of

modes and measurement noise on the st ructural damage identi fication are investig ated in detail.

Experimental results indica te that the procedure presented show s good perfo rmance even in the case of

incomplete measurements and limi ted noise.

Key words: incomplete measurements; damage identi fication; Levenberg-Marquardt procedure;

measurement noise
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