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摘要: 借鉴流形方法思想 ,引入广义节点的概念 ,对传统的无网格法进行了改进 ,建立了可

具有任意高阶多项式插值函数的广义节点无网格方法 ,在阐述这种方法基本原理的同时 ,针

对线弹性力学问题给出了其计算列式 . 与传统无网格方法相比 ,这种方法更具有一般性 ,当

选取 0阶广义节点位移插值函数时便可得到传统的无网格法 ;可以通过提高广义节点位移插

值函数的阶数降低完备基函数的次数 ,从而可减少支持域内节点的数目并保证计算精度 . 最

后通过一端承受剪力悬臂梁和中间开口无穷板算例分析 ,论证了这种方法的合理性 .
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0　引　言

近 30年来 ,无网格法得到很快的发展 . 无网

格法包括光滑粒子法 ( SPH) [1 ]、 扩散单元法

( DEM ) [2 ]、无单元 Galerkin法 ( EFGM) [3 ]、再生核

粒子法 ( RPKM ) [4 ]、自然单元法 ( N EM ) [5 ]、点插

值法 ( PIM )
[6 ]
等 . 这些无网格法与基于网格的有

限单元法、有限体积法的最大差别在于逼近函数

的构造方法 . 在基于网格的传统数值方法中 ,试

函数的构造依赖于网格 ,而无网格法只需要用离

散的点来构造试函数 .

在石根华所发展的流形方法 [7 ] (manifold

method)中 ,针对广义节点提出了广义自由度、数

学覆盖和物理覆盖 . 通过提高定义在覆盖的局部

逼近函数即覆盖函数的阶数可有效地提高流形方

法总体解的逼近精度 . 梁国平等 [8 ]将流形方法的

思想用于对传统流形方法的改进 ,并且从数学上

证明了这种改进的可行性 . 栾茂田等
[9 ]
通过对传

统有限元引入广义节点的概念 ,建立了可具有任

意高阶多项式插值函数的广义节点有限元方法 .

邵国建等
[10 ]
对广义四节点等参元有限元进行了

深入探讨 .

　　本文将广义节点概念引入到无网格方法中 ,

建立具有任意高阶多项式插值函数的广义节点无

网格方法 . 在阐述这种方法基本原理的基础上 ,

针对典型算例 ,通过对比计算验证所建议的广义

节点无网格法的合理性及其有效性 .

1　无网格法的逼近函数

在无网格方法中 ,可以采用移动最小二乘法、

再生核法、径向基函数法等不同方法构造逼近函

数 . 下面采用移动最小二乘法来构造逼近函数 .

假定问题的求解域K用 N个节点来离散 . 在

某个计算点 x的支持域Kx K内有 n个节点 x i ,

其场变量为 ui ,则可利用节点场变量值通过插值

拟合得到 u (x )的近似解为

u
h (x ,xi ) = ∑

m

j= 1

p j (xi )aj (x ) = p
T (xi )a (x ) ( 1)

式中: p
T
为完备基函数 ,通常采用单项式作为基

函数 . 对于二维问题 ,当分别采用一次 (m = 3)或

二次 (m = 6)多项式作为基函数时 ,得到如下的

线性基与二次基

p
T (x ) = ( 1　 x　 y )

p
T (x ) = ( 1　 x　 y　 xy　 x

2　 y
2 )



当采用移动最小二乘法时 ,采用权函数 W
^
(x -

xi ) ,近似函数 u
h
(x ,xi )在支持域内节点上误差的

加权平方和为

J = ∑
n

i= 1
W
^
(x - x i ) [uh (x,xi ) - u (x i ) ]2 =

∑
n

i= 1
W
^
(x - x i ) [pT (x i )a(x ) - u (xi ) ]2 ( 2)

根据加权残差平方和的极值条件即 J / a = 0,得

到系统控制方程的离散格式如下:

A (x )a (x ) = B (x )Us ( 3)

式中

A (x ) = ∑
n

i= 1
W
^

i (x - xi ) p(xi ) pT (xi ) ( 4)

B (x ) = (B1　B2　…　Bn ) ( 5)

Bi (x ) = W
^

i (x - x i ) p(xi ) ( 6)

Us = (u1　u2　…　un ) T ( 7)

将式 ( 4)与式 ( 5)代入式 ( 3) ,则有

a(x ) = A
- 1 (x )B (x )Us ( 8)

于是逼近函数可写成

u
h (x ) = ∑

n

i= 1
∑
m

j= 1

p j (x ) (A- 1 (x )B (x ) ) jiui =

∑
n

i= 1

Oi (x )ui ( 9)

式中Oi为形函数 ,具有下列形式:

Oi (x ) = ∑
m

j= 1
p j (x ) ( A

- 1
(x )B (x ) ) ji = p

T
A
- 1
Bi

( 10)

2　广义节点无网格法 (GNMFM)

根据上述方法可以得到形函数 ,以此为基础

所构造的逼近场函数可表示为

u
h
( x ,y ) = ∑

n

i= 1
Oiui ( 11)

式中: ui = (ui　 vi ) T ,是节点上的自由度向量 ,相

当于传统无网格法中的节点位移 .

在流形方法中 ,采用了广义节点 ,认为每一个

节点可含有任意多个广义自由度数 . 因此式 ( 11)

中的 ui可以表示为 2mi个广义自由度的函数 ,如

ui =
ui

vi
= ∑

m
i

j= 1

f i j (x , y ) 0

0 f i j (x , y )

di , 2j- 1

di, 2j

( 12)

将式 ( 12)代入式 ( 11) ,得到一类新的无网格法的

逼近函数表达式

u
h
( x ,y ) = ∑

n

i= 1
Oi∑

m
i

j= 1

f ij ( x , y ) 0

0 f ij ( x , y )
×

di , 2j- 1

d i, 2j

= ∑
n

i= 1

OiF iDi = ∑
n

i= 1

NiDi ( 13)

式中 Di为节点 i的广义自由度向量 ,

Di = ( di, 1　 di, 2　…　d i, 2m
i
) T ( 14)

这种具有多个自由度的节点称为广义节点 ,Ni 为

广义插值函数矩阵 ,与传统无网格法中的插值函

数Oi具有下列关系:

Ni = Oi∑
m
i

j= 1

f ij (x , y ) 0

0 f ij (x , y )
= OiF i ( 15)

式中 Fi 为广义节点位移插值函数 . 进一步地 ,式

( 12)可以展开为下列形式

ui =
ui (x , y )

vi (x , y )
=

f i1 0 f i2 0 … f im
i
0

0 f i 1 0 f i2 … 0 f im
i

d i, 1

d i, 2

 

di, 2m
i
- 1

d i, 2m i

( 16)

注意到 , 0阶的广义节点位移插值函数为 F i =

1 0

0 1
,则有

ui =
ui

vi
=

1 0

0 1

di, 1

di, 2
( 17)

此时便退化为传统的无网格法 . 1阶、 2阶的广义

节点位移插值函数分别为

F i =
1 0 x 0 y 0

0 1 0 x 0 y
( 18a )

Fi =

1 0 x 0 y 0 xy 0 x
2 0 y

2 0

0 1 0 x 0 y 0 x y 0 x
2 0 y

2

( 18b)

所对应的广义节点分别具有 6个、 12个自由度 ,

Di = (di, 1　di, 2　…　d i, 6 ) T ( 19a )

Di = (d i, 1　di , 2　…　di , 12 ) T ( 19b)

由此推广可以获得高阶广义节点位移插值函

数 . 由式 ( 15)可知 ,随着广义节点位移插值函数

阶次的增多 ,广义插值函数的阶次也得到提高 .
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3　线弹性力学问题 GNMFM列式

对于给定的二维线弹性固体力学问题 ,边值

方程包括问题域K上的平衡方程、边界Γu上的强

制边界条件与边界 Γt上的自然边界条件 ,可分别

表述为

( Lσ)
T
+ b = 0 ( 20a )

u = u
- ( 20b)

σn = t
- ( 20c)

式中: L为微分算子 ; b为体积力 ; u-为已知边界位

移 ; n为自然边界的单位方向余弦 .

由于移动最小二乘法所得到的形函数不具备

插值特性
[3 ]
,一般采用 Lag range乘子法或罚函数

法等方法处理强制边界条件 . 这里采取 Lag range

乘子法 ,于是控制方程的弱形式可以表达为

∫
K

δ( Lu ) T (cLu ) dK -∫
K

δuTbdK -∫
Γ
t

δuTt-dΓ -

∫
Γ
u

δu
T
λdΓ -∫

Γ
u

δλ
T
(u - u

-) dΓ= 0 ( 21)

式中λ为 Lag range乘子向量 ,c为弹性系数矩阵 .

下面分别考虑式 ( 21)中的各项 . 将式 ( 13)

与式 ( 16)代入后 ,式 ( 21)中左边第 1项中的 Lu为

Luh = L∑
n

i= 1

NiDi = L∑
n

i= 1

OiF iDi = ∑
n

i= 1

B
-
iDi =

∑
n

i= 1
LOi

f i 1 0 f i 2 0 … f im
i

0

0 f i1 0 f i2 … 0 f im
i

×

di, 1

di, 2

 

di , 2mi - 1

di, 2m
i

( 22)

式中 B
-
i为计算点 x在支持域内节点 i的几何矩阵 .

若采用式 ( 18a)的 1阶广义节点插值函数 ,则有

B
-
i =

 
 x

0

0
 
 y

 
 y

 
 x

Oi 0 xOi 0 yOi 0

0 Oi 0 xOi 0 yOi

( 23)

将式 ( 22)代入式 ( 21) ,则第 1项可以写成

∫
K

δ∑
n

i= 1
B
-
iDi

T

c∑
n

j= 1
B
-
jDj dK= ∑

n

i= 1
∑

n

j= 1
δD

T
i KijDj

( 24)

式中 Kij =∫
K

B
-
icB
-
j dK为广义节点刚度矩阵 . 0阶、

1阶与 2阶广义节点刚度矩阵 Ki j分别为 2× 2阶、

3× 3阶和 6× 6阶的方阵 . 经总体组装 ,式 ( 24)

可以进一步缩写为

∑
N

i= 1
∑
N

j= 1

δD T
i Ki jDj = δD T

KD ( 25)

式中 K为总体刚度矩阵 ,D为整体位移向量

K =

K 11 K 12 … K 1N

K 21 K 22 … K 2N

   

KN 1 KN 2 … KNN

( 26)

D = (D T
1　D

T
2　…　D

T
N ) T ( 27)

对于 0阶、 1阶与 2阶广义节点 ,K分别为 2N×

2N阶、 3N× 3N阶和 6N× 6N阶方阵 ,相应地 ,

D分别为 2N、 3N与 6N阶列向量 .

对于式 ( 21)中左边的第 2项 ,

∫
K

δ∑
n

i= 1

OiF iDi

T

bdK= ∑
n

i= 1

δDT
i∫
K

(OiF i ) TbdK=

∑
n

i= 1

δDT
i f

b
i = δDT

F
b ( 28)

式中 f
b
i =∫

K

(OiF i ) TbdK为与体积力等效的广义节

点力向量 ,F b为相应的总体等效广义节点力向

量 .

同理 ,对于式 ( 21)中左边的第 3项 ,可得到与

边界外力相等效的广义节点力向量为

f
s
i =∫

Γ
t

(OiF i )
T
t
-dΓ ( 29)

F
s
为相应的总体等效广义节点力向量 . 于是总的

等效广义节点力为

F
t = F

b + F
s ( 30)

对于式 ( 21)中左边第 4项 ,

∫
Γ
u

δ∑
n

i= 1
NiDi

T

λdΓ=∫
Γ
u

δ∑
n

i= 1
NiDi

T

∑
n
λ

j= 1
N
λ
jλj dΓ=

∑
n

i= 1
∑
n
λ

j= 1
δD

T
i∫
Γ
u

N
T
i N
λ
j dΓλj =

- ∑
n

i= 1
∑
n
λ

j= 1
δD

T
i Gijλj = - δD

T
Gλ

( 31)
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式中: Gi j = -∫
Γ
u

N
T
i N
λ
jdΓ;λj为 Lag range乘子 ;N

λ
j

为相应于 Lag range乘子的插值函数 . 当广义节

点位移插值函数 Fi为 0阶、 1阶与 2阶时 ,Gi j分别

为 2× 2阶、 3× 3阶和 6× 6阶方阵 ,相应地 ,总

体性能矩阵G分别为 2N× 2N阶、 3N× 3N阶和

6N× 6N阶方阵 .

对于式 ( 21)中左边第 5项 ,

∫
Γ
u

δλ
T ∑

n

j= 1
N jD j - D dΓ=

∫
Γ
u

δ∑
n
λ

i= 1
N
λ
iλi

T

∑
n

j= 1
N jD j dΓ-∫

Γ
u

δ∑
n
λ

i= 1
N
λ
iλi

T

DdΓ=

- ∑
n
λ

i= 1
∑

n

j= 1
δλ

T
i∫
Γ
u

(N
λ
i )
T
N j dΓD j - ∑

n
λ

i= 1
δλ

T
i∫
Γ
u

(N
λ
i )
T
D dΓ=

- δλ
T
G
T
D + δλ

T
q ( 32)

式中 q =∫
Γu

(N
λ
i )
T
DdΓ为广义强制边界条件向量 ,

λ为强制位移边界条件相应的 Lag range乘子向

量 .

将式 ( 25)、 ( 30)、 ( 31)和 ( 32)代入式 ( 21) ,最

后可得

δD
T
[KD + Gλ- F

t
]+ δλ

T
[G

T
D - q ] = 0

( 33)

考虑到δD和δλ的任意性 ,由式 ( 33)可以得到

K G

G
T

0

D

λ
=

F
t

q
( 34)

4　算例分析

算例 1　悬臂梁

针对平面应力状态 ,考虑图 1所示的悬臂梁 ,

长度 L = 10 m,高度 H = 1 m,厚度 t = 1 m. 材

料的弹性模量 E= 10 MPa,泊松比ν= 0. 3. 在自

由端施加竖向力 P = 1 kN.

图 1　自由端承受剪力的悬臂梁

Fig . 1　 Cantilev e r beam under sh ea r fo rce a t fr ee

end

　　分别采用 0阶、 1阶广义节点插值函数 ;逼近

函数 ( 1)中的完备基采用线性基和二次基 . 对于

0阶二次、 1阶线性、 1阶二次等 3种情况 ,将计算

结果与理论解进行了对比 . 实际上 , 0阶广义节点

无网格方法即为传统无网格方法 . 由这些方法计

算得到的轴线上竖向挠度与梁中间截面上剪应力

分布如图 2与图 3所示 ,图中同时给出了弹性理

论解 . 对于本算例 ,位移与应力的弹性力学解分

别为 [11 ]

ux = -
P

6EI
y ( 6L - 3x ) x + ( 2+ ν) y

2
-

H
2

4

uy =
P
6EI

3νy2 ( L - x ) + ( 4+ 5ν)
H
2
x
4
+

　
　
( 3L - x ) x2

ex = -
P (L - x )y

I
, ey = 0, fxy =

P ( 4y2 - H
2 )

8I

式中 I = t H
3 /12为截面的惯性矩 .

图 2　悬臂梁轴线上的竖向挠度

Fig . 2　 Deflection of th e cantilev er beam along

neutra l axis y = 0

图 3　 x = 5截面处的剪应力fx y分布

Fig . 3　 Distribution o f shear stresses on section a t

x = 5
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　　算例 2　 中间开孔无穷板

针对平面应力状态 ,考虑如图 4所示的中间

开孔板 ,孔半径 a = 1. 0 m,取板边长 2b = 10 m,

厚度 t = 1 m. 材料的弹性模量 E= 1 MPa,泊松

比ν= 0. 3. 板水平方向受到大小为 P = 1 kN的

均布荷载 . 根据对称特性 ,取如图 5板在第一象

限的四分之一部分进行计算 ,则在 x = 0和 y = 0

处的边界条件分别为

当 x = 0时 , ux = 0,ex y = 0;

当 y = 0时 , uy = 0,ex y = 0

分别采用 0阶、 1阶广义节点插值函数 ;逼近

函数 ( 1)中的完备基采用线性基和二次基 . 针对

0阶二次、 1阶线性、 1阶二次等 3种情况 ,将计算

结果与理论解进行了对比 ,结果如图 6所示 . 对

于本算例 ,位移与应力的理论解分别为 [11 ]

ur = e
4G

r
κ- 1
2
+ cos 2θ+

a
2

r
[1+ ( 1+ κ) co s 2θ] -

a
4

r
3 co s 2θ

uθ=
e
4G ( 1 - κ)

a
2

r
- r -

a
4

r
3 sin 2θ

ex ( x , y ) = 1 -
a
2

r
2
3
2
cos 2θ+ co s 4θ+

3a4

2r4
cos 4θ

ey ( x , y ) = -
a
2

r
2
1
2
co s 2θ- cos 4θ -

3a4

2r
4 cos 4θ

fxy (x , y ) = -
a
2

r
2
1
2
sin 2θ- sin 4θ+

3a4

2r4
sin 4θ

式中: G =
E

2( 1+ ν)
为剪切模量 ,对于平面应力

与平面应变问题 ,系数κ分别为κ=
3 - ν
1+ ν与κ=

3 - 4ν.

图 4　承受均匀水平拉力的无穷开孔方板

Fig . 4　 An infinite plate with a hole subjected to an

unifo rm tensile lo ad in ho rizontal direction

图 5　水平受拉的 1 /4开孔板

Fig . 5　 A quar ter computa tional model of the pla te

with a ho le

　　对比分析表明 ,计算精度同时取决于逼近函

数中基函数的次数与广义节点位移插值函数的阶

数 . 当所选取的基函数次数越高或所选取的广义

节点位移插值函数 F的阶数越高时 ,计算精度越

高 .

在传统无网格法即 0阶广义节点无网格法

中 ,为保证具有足够的计算精度 ,对于二维问题 ,

通常选取二次完备基 ,那么为了保证式 ( 4)中 A

阵的可逆性 ,计算点的支持域内的节点至少要 6

个 . 这无疑会增加节点的搜索时间 . 而若采取 1

阶线性广义节点无网格法 ,在式 ( 1)中选取 1次完

备基 ,为保证式 ( 4)中矩阵 A的可逆性 ,计算点的

支持域内的节点则减少到至少 3个 ,这样可以大

大减少运算时间 ,同时由于采用了 1阶广义节点

位移插值函数 ,计算精度不会降低 .

图 6　 x = 0截面处的正应力分布

Fig . 6　 The dist ribution of no rmal str esses a t x =

0

5　结　语

将流形方法中的广义节点概念与无网格法中

逼近函数构造方法相结合 ,对传统的无网格法进
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行了改进 ,提出了广义节点无网格法 ,在保证计算

效率的同时提高了计算精度 . 同时在这种方法的

数值实施中 ,只需对传统的无网格法进行相应的

修改 ,可以重复使用原有代码 . 由于在这种方法

中 ,仍采用了 Galerkin加权余量法构造边值方程

的弱形式 ,仍需要对问题域划分背景网格进行能

量积分 ,尚未实现真正的无网格法 ,并且形函数不

具备插值特性 ,需要特殊处理等 ,因此尚需进一步

改进 ,发展完全的无网格法 .
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Fundamentals and application of generalized-node-based meshfree method
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Abstract: A new type o f meshfree method is developed by inco rpo rating the generali zed node which

o rig ina ted f rom manifold method wi th the conventional meshfree method. The proposed method is

termed as the generali zed-node-based meshfree method. The fundamental theo ry tog ether w ith

numerical formulations is presented. When the zero-order displacement interpolation function o f the

generali zed node is cho sen, the propo sed method will be reduced to the conventional meshfree

method. And if higher-order displacement interpolation function is utilized, the highest order of

complete basis functions can be reduced. Nevertheless, i t does no t affect the computa tional accuracy.

As numerical examples, a cantilever beam under end shear and an infini te pla te wi th a ho le are

respectiv ely analy zed by the propo sed method and it is show n tha t the numerical results computed are

in good ag reement wi th the theo retical so lutions.

Key words: meshfree method; g enerali zed node; g enerali zed-node-based meshfree method
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