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摘要: 被保人的死亡率分布是确定寿险费率的一个重要依据 ,而根据其生活的环境、时间预

测被保人的死亡率是保险精算研究中的一个热点问题 . 基于最小叉熵原理 ,建立了预测被保

人死亡率分布的一个模型 —— 最小叉熵模型 ,该模型以叉熵函数作为目标函数 ,以被保人的

预期寿命作为约束条件 ,通过最小化叉熵预测被保人的死亡率 . 以从事特殊职业的被保人为

研究对象 ,通过最小叉熵模型计算了该类人的死亡率 . 该方法计算简便 ,具有较好的客观性

和实用性 ,为死亡率预测研究提供了一种有效的新方法 .
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0　引　言

人寿保险以人的寿命为保险标的 ,以被保人

的生存与死亡决定保险金的给付与否和给付时

间 . 因此 ,被保人的生命规律对寿险经营有着直

接的影响 . 而且 ,在人寿保险中 ,从保险费率的厘

定、责任准备金的提取、保单现金价值的计算到保
单红利的分配 ,都必须考虑一个重要的因素 ——

死亡率 ,各年龄的死亡率构成一个生命表 . 在保

险工作中 ,常常需要对一些特殊人群进行担保 ,例

如针对在某些特殊环境下工作的人的保险 ,针对

某些曾经患过某种疾病的人的保险等 ,这些人的

死亡率会因为他们自身的特殊条件而不符合标准

的生命表 . 如何根据被保人的具体情况给出适合

该类人的死亡率分布 ,制定出恰当的保费是保险

精算中常常需要面临的一个问题 . 而且近年来 ,

随着人们生活质量和医疗水平的提高 ,人类整体

的平均寿命有所增加 ,使得被保人在未来的真实

死亡率与根据经验数据统计得到的死亡率不同 ,

这就需要根据被保人的寿命特征对死亡率进行预

测 ,重新修订生命表 ,进而收取与未来死亡率相对

应的保费 ,这对寿险公司的运营安全至关重要 .

考查现有预测死亡率的模型
[1～ 3 ]

,它们大都

　　

建立在两个基本条件上: 一个是现有的经验生命

表 ; 一个是专家对被保人寿命的调查研究 . 但是

这些模型或是计算不方便 ,或是得到的预测结果

不理想 .

本文在前人研究的基础上 ,同样基于上述两

个条件 ,以最小叉熵原理作为统计推断工具 ,建立

最小叉熵模型 ,并将该模型应用于预测从事危险

职业人群的死亡率分布 .

1　最小叉熵原理及其数学表述

最小叉熵原理提供了一个求概率分布的准

则 [4 ] ,即若想使待求的概率分布在满足一定的约

束条件下 ,尽可能地靠近一个已知的概率分布 ,则

必须令叉熵函数极小化 . 这个原理在数学上可表

达为如下的数学规划问题:

min D ( p, q) = ∑
n

i= 1
pi ln(p i /qi )

s. t. ∑
n

i= 1
pig j ( xi ) = E [gj ], j = 1, 2,… ,m

　　∑
n

i= 1

pi = 1

(p i > 0, i = 1, 2,… ,n) ( 1)

其中 p= (p1　 p2　…　 pn )
T
为待估的概率分布 ,

　　



是优化问题的变量 ; q = ( q1　q2　…　qn ) T为已

知的概率分布 (∑
n

i= 1
qi = 1,且 qi > 0, i = 1, 2,… ,

n ) ,在优化过程中作为已知参数 , gj ( j = 1, 2,… ,

m )表示各阶统计矩函数 , E [ ]是由实验观测得

到的各阶统计矩的期望值 .

在上述优化问题中欲最小化的目标函数

D ( p, q) ,即所谓的叉熵函数 ,代表由待求概率分

布 p到已知概率分布 q的单向“距离” . 文献中一

般将其称为 Kullback-Leibler散度或方向散度 [4 ] .

需注意的是 ,这个距离与一般的距离定义不同 ,其

一它是带方向的 ,其二它不满足一般距离定义中

的三角不等式关系 . 容易验证 ,该函数具有如下

几个重要性质:

( 1) D ( p,q )是一个非负的、非对称的连续函

数 ;

( 2) D ( p,q )是 pi ( i = 1, 2,… ,n )的凸函数 ;

( 3)当且仅当 p = q时 , D ( p,q) = 0.

现在 ,考查一下上述优化问题 . 若问题 ( 1)中

没有统计矩约束 ,那么求得的概率分布必然为已

知的概率分布 ,即 p = q. 矩约束的参与 ,将使求

得的概率分布偏离已知分布 . 然而 ,这个优化问

题的目标 ,即最小化函数 D ( p,q) ,起到使这种偏

离尽可能小的作用 . 因此 ,根据最小叉熵原理所

求得的概率分布 ,是在服从已知信息 (矩约束 )下

的最接近已知分布的一组概率分布 .

因为距离函数 D( p ,q)为凸函数 ,并且问题

( 1)里的约束函数为线性函数 ,因此该优化问题

为凸规划 . 根据数学规划的对偶理论 ,应存在相

应的对偶规划 . 而且由于上述优化问题是一个变

量可分离的凸规划问题 ,很容易通过拉格朗日函

数的驻值条件 ,求得其封闭形式的全局最优解 .

构造问题 ( 1)的拉格朗日函数

L ( p,q,_ ) = ∑
n

i= 1
pi ln( pi /qi ) - (_ 0+ 1)×

∑
n

i= 1
pi - 1 -∑

m

j= 1
_ j ∑

n

i= 1
pi gj ( xi ) -

E [gj ] ) ( 2)

由驻值条件和归一化条件求得问题 ( 1)的全局最

优解为

pi = qi exp ∑
m

j= 1

_ jg j (xi ) Zq , i = 1, 2,… ,n ( 3)

其中

Zq = ∑
n

i= 1

qiexp ∑
m

j= 1

_ jg j ( xi ) ( 4)

将式 ( 3)给出的解代入式 ( 2)的 L ( p ,q,_ )中 ,消

去 p,即可得到最小叉熵问题的对偶规划为

max
_∈ R

m
Dq (_ ) = - ln Zq + ∑

m

j= 1

_ jE [gj ] ( 5)

由于这个对偶规划是一个无约束优化问题 ,

并且对偶变量数仅为原问题的矩约束个数 m ,通

常要比原变量数 n小得多 ,解相应的对偶规划问

题要比直接解原问题容易得多 ,而且还可以直接

利用现成的解无约束优化问题的软件求解 . 因此

对于叉熵优化问题 ,一般应解相应的对偶规划 .

2　最小叉熵模型在预测死亡率上的

应用

在人寿保险中 ,有一类弱体保险 ,该保险是针

对身体有缺陷的人或从事某种危险职业的人 ,该

类人的死亡率高于经验生命表中给出的死亡率 ,

因此其平均余寿必然低于经验生命表中同龄人的

平均余寿 [5 ] .

本文在求这类特殊人群的死亡率分布时 ,以

经验生命表中的死亡率分布作为基准 ,以满足特

殊人群的统计矩为约束条件 ,根据最小叉熵原理

来获得特殊人群的死亡率分布 .

下面以从事某类危险职业 (如从事石棉作业 )

的人群为例 ,介绍通过最小叉熵模型预测死亡率

的方法 . 为简单计 ,仅以取整平均余寿 c作为约束

条件 ,建立求解该类人群死亡率分布的数学模型

如下:

min D ( p~ , q~ ) = ∑
n

i= 0

p
~

i ln(p~ i /q~i )

s. t. ∑
n

i= 0
ip
~

i = c

　　∑
n

i= 0
p
~

i = 1

(p~ i > 0, i = 0, 1, 2,… ,n ) ( 6)

其中波浪符号代表归一化概率 p
~

i = d
p
x+ i /lx 和 q~i

= d
q
x+ i /lx ,它们分别为 x岁的人在 x+ i岁到 x+

i+ 1岁之间的死亡人数预测值 d
p
x+ i (经验值 d

q
x+ i )

除以在 x岁 (即初始时 )的生存人数 lx计算出来的

概率 .

求解式 ( 6) ,通过拉格朗日函数的驻值条件 ,

可以求得

p
~

i = q
~
i exp( i_ ) ∑

n

i= 0
q
~
i exp( i_ ) , i = 0, 1, 2,… ,n

( 7)

则其对偶规划为

max
_∈ R

Dq (_ ) = - ln∑
n

i= 0

q~i exp( i_ ) + c_ ( 8)
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求解式 ( 8) ,将解出的拉格朗日乘子 _代回式 ( 7) ,

即可得到所求 . 鉴于在本文的示例中仅考虑取整

平均余寿作为约束条件 ,只需解一个单变量 _ 的

无约束优化问题 ( 8) ,即可求出概率分布 p
~ ,然后

通过简单变换得到与经验生命表中对应的死亡

率 ,计算非常简便容易 .

根据上述的最小叉熵模型 ,以年龄为 60～

105岁 (男性 )为被保人 ,即起始年龄 x = 60,n =

45,以 1990～ 1993年中国人寿保险业的经验生

命表为基准 . 假设从事某种危险职业人群的取整

平均余寿 c= 12(经验生命表中 60岁男性的平均

余寿为 18. 79,取整平均余寿为 18. 29[6 ] ) ,根据该

模型来预测 p
~

i .

计算结果见表 1. 表 1中 pi = d
p
x+ i /l

p
x+ i ,为预

测得到的死亡率 (即与经验生命表中对应的死亡

率 ) ,其中 d
p
x+ i = p

~
i lx ,为 x岁的人在 x+ i岁到 x

+ i+ 1岁之间的死亡人数的预测值 ; l
p
x+ i = l

p
x+ i- 1

- d
p
x+ i - 1 ,为 x岁的人在 x+ i岁时的生存人数的

预测值 .

表 1　死亡率的经验值与预测值
Tab. 1　 The mo r ta lity o f standard and for eca sting

年龄
经验值

　 qi　　　　　 q~ i　　　　　 lqx+ i　　　　　 dqx+ i　

预测值

　 pi　　　　　 p
~

i　　　　　 lpx+ i　　　　　 d p
x+ i　

60 0. 013 553 0. 013 553 853 391 11 566 0. 044 954 0. 044 954 853 391 38 363

61 0. 014 892 0. 014 690 841 825 12 536 0. 047 110 0. 044 992 815 027 38 396

62 0. 016 361 0. 015 899 829 289 13 568 0. 049 410 0. 044 966 776 631 38 374

63 0. 017 972 0. 017 178 815 721 14 660 0. 051 860 0. 044 864 738 258 38 286

64 0. 019 740 0. 018 530 801 061 15 813 0. 054 480 0. 044 686 699 971 38 134

65 0. 021 677 0. 019 946 785 248 17 022 0. 057 274 0. 044 418 661 837 37 906

66 0. 023 800 0. 021 425 768 226 18 284 0. 060 259 0. 044 057 623 931 37 597

67 0. 026 125 0. 022 958 749 942 19 592 0. 063 447 0. 043 592 586 334 37 201

68 0. 028 671 0. 024 537 730 350 20 940 0. 066 861 0. 043 023 549 132 36 715

69 0. 031 457 0. 026 150 709 410 22 316 0. 070 511 0. 042 338 512 417 36 131

70 0. 034 504 0. 027 780 687 094 23 707 0. 074 416 0. 041 532 476 286 35 443

71 0. 037 835 0. 029 411 663 387 25 099 0. 078 600 0. 040 603 440 843 34 650

72 0. 041 474 0. 031 020 638 288 26 472 0. 083 080 0. 039 544 406 193 33 746

73 0. 045 446 0. 032 582 611 816 27 805 0. 087 880 0. 038 354 372 446 32 731

74 0. 049 779 0. 034 065 584 011 29 071 0. 093 018 0. 037 029 339 715 31 600

75 0. 054 501 0. 035 441 554 940 30 245 0. 098 527 0. 035 573 308 116 30 358

76 0. 059 644 0. 036 671 524 695 31 295 0. 104 428 0. 033 989 277 758 29 006

77 0. 065 238 0. 037 718 493 400 32 188 0. 110 746 0. 032 281 248 752 27 548

78 0. 071 317 0. 038 543 461 212 32 892 0. 117 514 0. 030 460 221 204 25 995

79 0. 077 916 0. 039 106 428 320 33 373 0. 124 762 0. 028 539 195 209 24 355

80 0. 085 069 0. 039 370 394 947 33 598 0. 132 515 0. 026 530 170 855 22 641

81 0. 092 813 0. 039 300 361 349 33 538 0. 140 805 0. 024 455 148 214 20 869

82 0. 101 184 0. 038 867 327 811 33 169 0. 149 663 0. 022 333 127 345 19 059

83 0. 110 218 0. 038 054 294 642 32 475 0. 159 123 0. 020 191 108 286 17 231

84 0. 119 951 0. 036 849 262 167 31 447 0. 169 208 0. 018 054 91 055 15 407

85 0. 130 418 0. 035 259 230 720 30 090 0. 179 955 0. 015 952 75 648 13 613

86 0. 141 651 0. 033 301 200 630 28 419 0. 191 384 0. 013 912 62 035 11 872

87 0. 153 681 0. 031 012 172 211 26 465 0. 203 525 0. 011 963 50 162 10 209

88 0. 166 534 0. 028 441 145 746 24 271 0. 216 399 0. 010 131 39 953 8 646

89 0. 180 233 0. 025 654 121 475 21 893 0. 230 022 0. 008 438 31 307 7 201

90 0. 194 795 0. 022 730 99 582 19 398 0. 244 419 0. 006 904 24 106 5 892
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(续表 )

年龄
经验值

　 qi　　　　　 q~ i　　　　　 lqx+ i　　　　　 dqx+ i　

预测值

　 pi　　　　　 p
~

i　　　　　 lpx+ i　　　　　 d p
x+ i　

91 0. 210 233 0. 019 753 80 184 16 857 0. 259 579 0. 005 540 18 214 4 728

92 0. 226 550 0. 016 811 63 327 14 346 0. 275 507 0. 004 354 13 486 3 715

93 0. 243 742 0. 013 989 48 981 11 938 0. 292 208 0. 003 345 9 770 2 855

94 0. 261 797 0. 011 363 37 043 9 697 0. 309 659 0. 002 509 6 915 2 141

95 0. 280 694 0. 008 994 27 346 7 675 0. 327 833 0. 001 834 4 774 1 565

96 0. 300 399 0. 006 923 19 671 5 908 0. 346 681 0. 001 304 3 209 1 112

97 0. 320 871 0. 005 173 13 763 4 415 0. 366 173 0. 000 900 2 096 768

98 0. 342 055 0. 003 745 9 348 3 196 0. 386 175 0. 000 601 1 329 513

99 0. 363 889 0. 002 621 6 152 2 237 0. 406 623 0. 000 389 816 332

100 0. 386 299 0. 001 770 3 915 1 511 0. 427 417 0. 000 242 484 207

101 0. 409 200 0. 001 151 2 404 982 0. 447 973 0. 000 145 277 124

102 0. 432 503 0. 000 718 1 422 613 0. 467 771 0. 000 084 153 71

103 0. 456 108 0. 000 430 809 367 0. 485 883 0. 000 046 82 40

104 0. 479 911 0. 000 246 442 210 0. 499 362 0. 000 025 42 21

105 1. 000 000 0. 000 267 232 228 1. 000 000 0. 000 024 21 21

3　结　语

本文将最小叉熵模型运用于预测死亡率分

布 ,通过求解最小叉熵模型的对偶规划 ,以特殊被

保人的取整平均余寿作为约束条件 ,求出该类人

的死亡率分布 ,为确定适合弱体保险的死亡率分

布提供了一种简便有效的方法 . 该模型计算容

易 ,具有一定的实用价值 .

考虑到我国的经验生命表都是 10年前的 ,而

随着生活水平的提高 ,我国国民的寿命也有所增

长 ,用现有的经验生命表来制定保费并不符合实

际 ,而如果通过人口普查重新编订生命表的工作

量实在太大 ,使用本文提出的最小叉熵模型 ,根据

专家对国民平均寿命增长的预估值预测被保人未

来的死亡率 ,对经验生命表进行与时俱进的调整 ,

可为寿险费率厘定提供更为合理的依据 .
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Abstract: Mortali ty dist ribution is an impor tant cri terion to determine the ra temaking of life

insurance, and i t has been a t tracting the significant interest of researchers to fo recast the mo rtali ty of

people living in dif ferent envi ronments o r periods in recent y ears. Based on the minimum cross ent ropy

theo ry , a new model , w hich can fo recast mo rtali ty dist ribution by minimizing the cro ss ent ropy

function subject to the future li fe expectancy o f insurants, is proposed. In addition, the mor tali ty of

the people w orking in the pa rticula r envi ronment is calculated. From the pro cess i t can be seen that

the model can be easily solved by simple calcula tion, and i t i s ef ficient.

Key words: mor tality; premium of life insurance; minimum cross ent ropy theo ry
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