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摘要@基于有自由面渗流分析的高斯点=建立了求解渗流问题的非光滑非线性方程组模型
和求解此类问题的有限元混合不动点算法=此方法属于固定网格法=只需划分一次网格=不需

要对数据做任何近似处理=完全利用程序迭代计算渗流自由面<讨论了非光滑方程组解的存

在性和该不动点算法的收敛性=通过节点压强插值绘制出渗流自由面<算例结果表明=该方

法简单且收敛速度快<对不动点法的收敛性分析为迭代法的收敛提供了理论依据 <

关键词@渗流H自由面H不动点H非光滑非线性方程组
中图分类号@JFG"KF 文献标识码@L

M 引 言

有自由面的渗流问题是工程中经常遇到的问

题=自由表面要同时满足水头函数和压力条件而
其位置不能预先给定=它的互补和非线性性质给
问题的求解带来很大的困难<已有的有限元解法
可以分为两类@移动网格法和固定网格法<早期
提出的移动网格法是将渗流自由面当成可移动的

边界来处理=在迭代过程中改变自由面的位置=要
求不断重新划分有限元网格=直到自由面稳定为
止<这类方法在自由表面上可以在一定意义下同
时满足势函数和压力条件=但是=不便用于有接近
水平分层不同介质的问题=而且不能用同一网格
计算渗流场和应力场<后来=人们致力于用固定
网格法解决有自由面的渗流问题=自 &E"F年

NOPQRS提出用不变网格法分析有自由面的

TRUOVWXS法以来=出现了多种固定网格法<具有
代表性的有单元渗透矩阵调整法Y&Z![\调整流量
法YG\#[\虚单元法Y"[\子单元法YB[和虚节点法YE[<
其中陈万吉等提出的固定网格高斯点有限元

法YF[=后来得到进一步的应用和改进YE\&%[<固定网
格法不能同时严格满足水头函数和压力条件=但
是简单适用=而且可以避免移动网格法的诸多不
便<迄今=无论是固定网格法还是移动网格法多

半采用迭代法<迭代法在工程中应用广泛=但是
缺乏相应的数学理论和收敛性分析=算法的稳定
性难以保证<近年来=越来越多的学者开始关注
迭代法的数学理论和收敛性分析=陈万吉等建立
了三维摩擦问题非光滑非线性方程组数学模型和

混合不动点算法=并做了收敛性分析Y&&[<最近=
]̂OS_等建立了渗流问题的变分不等式数学模型
和算法=并对算法做了稳定性分析Y&%[<本文将混
合不动点法应用到渗流问题中建立求解此类问题

的算法=并进行收敛性分析<

‘ 问题的描述

图 &所示稳态二维渗流问题的基本方程如
下<

图 & 二维渗流问题
aX_K& bcdeXQOSfXdSRUfOOgR_OgVdhUOQ



!"! 域内方程

#$%&’()*#+,- . &在 /0内, &0,
其中 +为饱和流水头函数1’为渗流系数"

!"2 边界条件

&0,水头边界条件

+- + &3+- 456 78, &9,
其中上游+- :;下游+- <"

&9,流量边界&不透水面,条件

=>-? @AB- . &3=- 57, &C,
其中 @为不透水面单位外法向量;=>为不透水面

法向的单宽流量;B为流体的流速"

&C,自由表面边界条件

+- D

=>
E
F

G - .
&3H- 4I, &J,

&J,渗流表面边界条件&溢出段,

+- D &3KL- 8I, &M,
其中 3H是未知的"
稳定均质各向同性的土体;在渗流区域内满

足拉普拉斯方程

N9+
NO9P

N9+
ND9- . &Q,

流速和 +的关系式为

R-?’ON+NO;S-?’D
N+
ND;S>-?’O

N+
NOTO?’D

N+
NDTD

&U,
式中VRWS和S>为水质点沿OWD和法线>方向的流

速1’O和 ’D分别为 OWD方向的渗透系数"
对于无压流;内部无体积源时;在整个渗流区

域内水头函数为

+- DP X
Y &Z,

其中 Y为水容重;X为地下水压力"

2 有限元模型

2"! 数值积分有限元方程

不动网格法将自由面上下的渗流场用一个固

定域 /来描述"将方程&Q,的求解区域延拓到整

个域 /;即求解区域为 /- /06 /9;在整个 /内

满足方程&Q,"
将全域/划分成I[个单元;单元内水头和坐

标分别按节点水头和节点坐标插值;本文采用四

节点四边形等参单元"离散化代数方程组为 \]

- ;̂其中]-&+0 +9 _ +‘,A;为节点势列阵;
为̂节点流量列阵;‘为整个区域的节点个数;\

为渗透刚度矩阵;\-a
I[

b-c
dc;dc为第c个单元的刚

度矩阵;由数值积分完成;数值积分公式可表示为

dc-a
be
fbegbe&hAhiei,be &j,

其中h为形函数偏导数矩阵"这里引入的fbe为高

斯点&be点,控制参数;/0域内的高斯点 f- 0;而

/0域外的高斯点f-.;由fbe组成的向量为kl"为

了方便;记

m0&];kl,- \&kl,]? -̂ n &0.,

2"2 确定高斯点的控制参数

渗流区域内的任意点相对于自由面的位置可

通过该点的 +与 D如下关系来确定V

+o D1自由面以下

+- D1自由面上

+p D1

E

F

G 自由面以上

&00,

整个渗流区域内水头函数满足 +- DP X
Y;
由于

水容重Y-0;X-+?D"特别的渗流区域内的高

斯点满足V

qrb? &+b? Db,- . &09,

其中Db为第b个高斯点的纵坐标;qrb为第b个高

斯点的压强"由式&j,中高斯点控制参数的取值

和式&09,得高斯点压强与控制参数之间的函数

关系式如下V

fb- .1qrbp .

fb- 01qrb
E
F

G s .
&0C,

将式&0C,写成非光滑方程形式

:b
9&qrb;fb,- t$uv.;fbqrbw- . &0J,

则有式&0C,与&0J,等价"
令 kl- &f0 f9 _ fx,A;yr - &qr0

qr9 _ qrx,
A;x为高斯点的个数;则可令

m9&yr;kl,- &:0
9 :9

9 :C
9 _ :x

9,A

2"z 出口边界点的处理

为了根据出口边界点的情况;确定逸出点的

位置;对出口边界点做如下处理V如果出口边界点

的流量为正;则修改这个出口边界点的编号;令它

为 .1如果出口边界点的流量为负;则不改变这个

出口边界点的编号"设‘[为出口边界点的个数1

{b为第b个出口边界点的实际编号;{bo.;且为已
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知!"#为修改后的第 #个出口边界点的编号$"#%

&且 "#’ (#)设 *#为第 #个出口边界点的流量$为

已知量)可以用出口边界点的流量*#确定"#的取

值$构造下列函数关系+

"#, (#!*#’ &

"#, &!*#
-
.

/ 0 &
1234

将上面函数关系写成非光滑方程的形式

5#61*#$"#4, 7891&$*#"#4: 7;<1&$*#1(#= "#44, &

12>4
定理 ? 当 "#% &且 "#’ (#时$非光滑方程

12>4与用不等式表示的*#与"#的关系1234等价)
证明 因为 7891&$*#"#4: 7;<1&$*#1(#=

"#44,
*#1(#= "#4!*#’ &

*#"#!*#
-
.

/ 0 &
7891&$*#"#4: 7;<1&$*#1(#= "#44, &等价于

124当 *#@ &时$(#= "#, &即 "#, (#
当 *#, &时$可令 "#, (#!

1A4当 *#0 &时$"#, &
令

B61C$D4, 152
6 5A

6 56
6 E 5FG6 4H

12I4
其 中 C, 1*2 *A E *FG4

H$D, 1"2 "A

E "FG4
H)

这样$由 B2, J$BA, J$B6, J就构成了

一个非光滑方程组$若一组变量满足上面的非光

滑方程组$则为问题满足区域位置定解条件的解)
由此得如下定理+
定理 K 用等式与不等式表示的区域位置的

定解条件与用非光滑方程组表示的定解条件等

价)

L 非光滑混合不动点算法

为建立非光滑方程组的混合不动点算法$先

构造效益函数

M, 2
A1B

H
2B2: BHABA: BH6B64 12N4

不动点法步骤如下+
步骤 J 给定结束精度O0&$令P,&$取初

值 Q&$根据程序求出刚度矩阵R$利用B2求出 S&$
求 出 各 节 点 流 量$ 令 D& , T$T ,

1(2 (A E (FG4
H$再利用式12U4求出 V&)

步骤 ? 将 SPWVPWQPW"P代入 M表达式$若 M

@ O$则停止!否则转步骤 A)
步骤 K 将 SPWVPWQPW"P$代入 B2, J$BA,

J$B6, J中求出SP:2WVP:2WQP:2W"P:2$令P,P:

2转步骤 2)
本算法中的效益函数 M, &保证了 B2, J$

BA,J$B6,J同时成立$因此解M,&就相当于

解方程组B2,J$BA,J$B6,J)同时效益函数

M的变化趋势是本算法是否收敛的依据)

X 混合不动点算法的理论分析

定义 ? 设函数 S1Y4是定义在 Z[ \]上的

函数向量$S1Y4, 1̂21Y4 Â1Y4 E ]̂1Y44H$

#̂1Y41#,2$E$]4为]个变量的函数$解方程组Y

,S1Y4的迭代法YP:2,S1YP41P,&$2$E4称为

不动点迭代法_2U‘)
定义K 设a1Y4$S1Y$b4分别是定义在Z2[

\]$Z[\]:c上的函数向量$Yd\]$bd\]:c$则

解方程组

b, a1Y4
-
.

/Y, S1Y$b4
的迭代法

bP:2, a1YP4

YP:2, S1YP$bP:2
-
.

/ 4
1P, &$2$E4

称为混合不动点迭代法)

引理 ? 设方程组
b, a1Y4
-
.

/Y, S1Y$b4
在区域 Ze

\]内有解1Yf$bf4$且S1Y$b4在1Yf$bf4处gh可

微$则当 Si1Yf$bf4的谱半径 j, k1Si1Yf$bf44

@ 2时$存在球l,mYno1Y$b4=1Yf$bf4o’

pqe Z$使对任何1Y&$b&4d l$混合不动点迭代

法收敛到1Yf$bf4)
定义A中的方程组b,a1Y4也可以是隐函数

方程组r1Y$b4,J$而且这里的r1Y$b4,J还可

以推广到非光滑方程组的情形$下面给出非光滑

函数的隐函数定理)
引理 K 非光滑隐函数定理+设r1Y$b4是 Z

e\]:c上的非光滑连续函数$点1Yf$bf4dZ$设

r1Y$b4对b的广义导数sr1Yf$bf4tsbf 存在$那

么当Jdtsr1Yf$bf4tsbf时$则存在函数b,a1Y4
在1Yf$bf4的一个邻域中成立_23‘)
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定理 ! 本文给出的不动点算法为混合不动

点算法"
证明 若给定每一个高斯点的 #值$则可根

据数值积分有限元方程组 %&’ ()#*+, -’ .
和方程组/0,)+,1*’.确定每一个高斯点的

压强2每一个边界点的流量$从而由 %3’ .可以

确定-$则%&’.$%4’.$%3’.可以写成隐函

数形式
5)/0$#6*’ .

7)-$#6
8
9

: *’ .
$由隐函数存在定理可表

示为 /0’ ;)#6*$-’ <)#6*$因此高斯点的压强可

以由高斯点的控制参数#6表示$记=0>’?>)#
6*$而

由非光滑方程@>
4知$A>可以由=0>确定$从而A>可

由 /02#6表示$记 A>’ B>)/0$#6*"则前面算法的求

解步骤即是对方程组

/0’ C)#6*

#6’ D)/0$#6*

-’ E)#6*

#6’ @)-$#6

8

9

: *

)&F*

的符合定义 4中描述的混合不动点迭代法"
下面给出不动点算法的解的存在性和收敛性

定理"
定理 G HI中的紧凸集 J具有不动点性质$

即每个 J到 K的连续映像都有不动点"
式 )&F*中 的 函 数 向 量 D是 从 L ’

MN O
PQ$&RS PQ$&RS T S PQ$&R

U

到自身的映射$因

此不动点一定存在$即方程组)&F*前两个方程组

成的方程组一定有解"同理方程组)&F*后两个方

程组成的方程组一定有解"也就是式)&F*的不动

点一定存在"

定理 V 设方程组
/0’ ;)#*

#’ D)/0
8
9

: $#*
的解为

)/W0$#W*$且 D)/0$#*在)/W0$#W*处 CX可微P&YR$
且.Z[\D)/W0$#W*[\#W$则当\D)/W0$#W*[\#W的谱

半径 ]’ )̂D_)/W0$#W**‘ &时$存在球 a’

bAcd)/0$#*, )/W0$#W*d e fgh L$使对任何

)/Q0$#Q*Z a$混合不动点迭代法收敛到)/W0$

#W*"
对式)&F*后两个方程也有同样的结论"
因此$由非光滑分析理论P&42&3R和不动点理

论P&i2&jR可证明本文的模型有解且在一定条件下

收敛"

V 数值算例

例 k 边长l’&Qm方形挡水墙上游水位E&
’ &Qm$下游水位 E’ Q"采用四节点等参元$

4S 4高斯积分$网格划分为 &QS &Q"利用不动

点法求出各节点的压强2流量以及高斯点的压强

流量和A值"在过渡单元内)节点压力有正负变化

的单元*$用单元边界上的压力插值求出压力为零

的位置)即自由面位置*"经 i步计算收敛)效益

函数0‘&"QS&Q,n*"图4给出了基于近似理论

的杜平公式解析解 o4’, n"&3Ypq &QQ和本文

的数值结果$可见本文的解与杜平公式解十分接

近"

图 4 渗流自由表面的计算结果

rstu4 vwxyz{|}}~wwxy~}!"w|}xww#!tw

$ 结 语

本文建立了渗流问题的一种非光滑方程组模

型$由此得到的效益函数构成一种新的规划法提

法$为这类有自由表面的问题的算法和收敛性研

究提供了数学理论基础"
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