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实指数幂多元牛顿变换的ZVNML集
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摘要@阐 述 了 多 元 牛 顿 变 换 的 ZVNML集 理 论=给 出 了 多 元 牛 顿 迭 代 法=推 广 了 [\WS]L和

X̂MWX_的工作=构造并研究了实指数幂多元牛顿变换的 ZVNML集<结果发现@随参数 ‘值增大=
实指数幂多元牛顿变换的 ZVNML集有一个突变=表现为吸引域的个数加 &G多元牛顿变换 ZVNML
集的吸引域的结构取决于初始点的选取G实指数幂多元牛顿变换 ZVNML集的结构=依赖于相角

a主值范围的选取G多元牛顿变换的 ZVNML集具有对称性<

关键词@多元牛顿变换GZVNML集G突变G相角G对称性

中图分类号@bcH%&<F 文献标识码@d

e 引 言

分形理论是数学家 [LPUXNf_\W为 描 述 所 有

尺 度 上 复 杂 结 构 的 不 规 则g破 碎 形 状 而 创 造

的h&g$i<目前=分形理 论 发 展 极 其 迅 速=新 成 果 层

出不穷=用计算机绘制分形的理论与算法也日新

月 异=并 已 成 为 一 个 独 立 的 研 究 方 向h$j!i<牛 顿

迭代是求解非线性方程的一种常用数值方法hFi=

kLSNXS曾将其推广到复数域=分析了方程 lHm &

n %ClopD解的特性=并开创了分形学中牛顿变

换的ZVNML集这一研究领域h#i<为揭示这种分形集

的更深刻内容=文献h#j &"i先后采用了迭代法

和逃逸时间算法构 造 并 研 究 了 牛 顿 变 换 的 ZVNML
集G文献h&Bi又构造了整指数幂多元牛顿变换的

ZVNML集<本文推广文献h&Bi的研究工作=利用迭

代法构造并研究实 指 数 幂 多 元 牛 顿 变 换 的 ZVNML
集<

q 理论与方法

对 于 非 线 性 方 程 rCsDn e=这 里 sn

Cl& t luD=rnCv& t vuD=且vwCwn&=$=

t=uD是复变量 l&=l$=t=lu的光滑函数=给定初

始复矢量 s%=可得迭代公式

sux&n sum yCsuDm&rCsuD=

yn zvw
zl{ |} Cw=}n &=$=t=uD C&D

这 里y为r的ZLY\fMLP矩阵=称式C&D为相应于函

数 rCsD的牛顿迭代<定义有理函数 ~@p! p=

~CsDn sm yCsDm&rCsD C$D
称~CsD为相应于函数rCsD的牛顿变换<与实系

数 的 情 形 类 似=如 果 "CsD# %=则 sI 是 方 程

rCsDn e的根的充分必要条件是 ~CsIDn sI=
即 sI 是相应的牛顿变换函数的不动点<

若 ~CsDn $%x $&sx t x $us%C%& $D=
如果 ~C’Dn ’=则称 ’为 ~的不动点G如果存在

大 于&的最小整数(=使~(C’Dn’=则称’是~的

周期为(的周期点<令复变微商C~(D)C’Dn*=若

*n%=则称点’为超吸引的G若%+,*,-&=则称

点’为吸引的G若,*,n&=则称点’为中性的G若

,*,. &=则称点 ’为斥性的<由式C$D得

~)CsDn rCsDy$CsD/hyCsDi$ CHD
所 以=如果yCsID#e=则rCsD的零点sI 是~的

超吸引不动点G因为 0 o p1=当 ,s,较大时

~CsDj s &m &{ |%
故可知0点是~的不动点=又对于较大的,s,=有



!"#$%&!’ ($() *&(+ , *) *
(- *

所以 . 是 "的吸引不动点/记

0$%1&, 2%3"4$%&5 %16$45 .&7
表示8$%&的零点%1 的吸引域6即在牛顿变换迭

代下收敛于%1 的点集/因为%1 是"的超吸引不

动点6所以吸引域 0$%1&是包含 %1 的开区域/
考虑有理函数 "$%&的 9:;<=集6上述多项式

函 数的 9:;<=集理论依然成立6主要区别是6若 "
是有理函数6它的 9:;<=集 >?不一定有界$但肯定

是 闭 的&/但 对 于 每 一 个 吸 引 不 动 点 @6>? 都 是

0$@&的边界6所以分析牛顿法的根的吸引域6>?
当然是一个重要的对象/对于阶数大于 +的高阶

多 项式 8$%&6如果 8的零点是 @*6@+6A6@46且

B$@C&)*DE6则牛顿变换"的9:;<=集应当是每个

零点的吸引域的边界

>?, F0$@*&, A , F0$@4&
一 个在任何一个吸引域边界上的点6也一定

在其他所有吸引域的边界上6而且由于9:;<=集>?
是 不可数的6这样的多重边界点非常之多/乍看

起来6这是很难想象6实际上也是相当奇异的/
定理GH*IJ 9:;<=集>?为多项式"的斥性周期

点的闭包6它是不含孤立点的不可数紧子集6如果

%K>?6则>?是L
.

M,*
")M$%&的闭包/9:;<=集是"的

包含无穷远点在内的每一吸引不动点的吸引域的

边界6而且 "在 >?上的作用是混沌的/
构造8$%&相应的二维平面牛顿变换9:;<=集

的迭代法如下3$*&设定视窗 N$N O P&6QRK

N6 选 取 初 值 %S , $R A R&或 %S ,

$R A T&6其中复变量 R为迭代初始点的坐标6

T为一复常量/$+&由式$*&计算%M$M, S6*6A6

UV本文取U,+WX&6若!8$%M&!YZ$Z为误差范

围6本文取Z,*S)[&6则认为%M的值为方程8$%&

, E的根6并根据M值及收敛到的根的不同赋予R
点相应的颜色V若 !\]$%M&!̂ *S*SS或 !_‘$%M&!

^ *S*SS6或迭代次数 M̂ +WX6仍有 !8$%M&!̂ Z6
则 迭代算法失败6赋予 R点为白色/作者使用不

同的主色来区分不同的吸引域6在同一吸引域中

将收敛的迭代次数M取模a6即使用a种相似的颜

色来展现同一吸引域的结构/$a&重复过程$+&6
直到穷尽视窗 N 内所有的点6即可获得真彩色的

多元牛顿变换的 9:;<=集/由定理 *可知3有理函

数的 9:;<=集是与所有不动点相关的稳定区的边

界6因此多元牛顿变换的 9:;<=集是按该方法所构

造分形图中与各彩色区域相关的边界/

b 实验与结果

本文将 cdefg=和 \]<e]h的非线性方程组推

广为如下形式3

ij*ik+) *, S

il*) i+
m
n

o , S
$X&

这里jpkl,q$j6k6l6qKr&/根据式$X&对应

的牛顿变换 9:;<=集的结构特点6可分两种情况来

研究/

b/G jsksl和 q为整数

cdefg=和\]<e]h仅研究了q, W且jsk和l
为正整数的情况/取 j, +6k, a6l, *或 j,

X6k, *6l, *6采用上述迭代算法作者构造出式

$X&对应的牛顿变换的 9:;<=集6图 *为具有代表

性 的 几 例/其 中 图 *$=&选 取 的 初 始 点 为 %S,

$R R&6坐标范围3左上角 ) Wp X<6右下角 W)

X<V图*$]&’*$t&选取的初始点为%S,$R T&6
坐标范围3左上角 ) +p */u<6右下角 +) */u</

图 *$=&给出了 W个具有旋转对称性的吸引

域6它们分别对应于方程$X&的 W个根 v1* , *6

v1+ ,]<+wxW6v1a ,]<XwxW6v1X ,]<uwxW和v1W ,]<[wxW/
牛顿变换的9:;<=集应是这 W个吸引域的边界H*IJ6
由图 *$=&可见 9:;<=集是由原点出发的 W个y链z
组 成/在这些链上6各种颜色区域彼此相间6提高

放大倍率$图*${&和*$|&&6将会看到各种颜色区

域的边界是分形的6即有任意小比例的精细结构6
任意接近 >?的每一点附近的图形6都是原点附近

图形的y轻微变形z$图*${&和*$|&相比较&69:;<=
集表现了拟自相似性/将图 *${&的中心区域放

大aWSSSSS倍得到图*$}&6由图*$}&可见6原点

的小邻域为白色6即对应发散区/
选取初始点 %S, $R T&6改变 T值可得到不

同 的 9:;<=集$如 图 *$]&’ *$t&所 示&/这 是 因

为3牛顿迭代为一种局部搜索算法6某个根的吸引

域取决于所选定的初始点/参数j,X6k,*和l

, *时6可求出q,W6但图*$]&’*$t&并不同于

图 *$=&6它们不具有 W倍的旋转对称性/
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定理! 选取的初始点为"#$%& &’(参数

)$ *(+$ ,和 -$ .时(式%/’对应的牛顿变换

的 01234集不但关于 5轴对称(而且还具有 6倍的

旋转对称性7
证明 利 用 数 学 归 纳 法(采 用 矩 阵 运 算 形

式(由式%.’及式%/’知

8%"’$
5.
5
9

:

;

<*
=

)5)=.. 5+* +5).5+=.*

-5-=..

9

:

;

<= .

=. 5).5+*= .

5-.= 5

9

:

;

<*
化简后可得

8%"’$ .
+-5-.> )5*

?

%)> += .’5.5*> +-5->.. > 5.=). 5.=+* = +5->..

%+-> )= -’5-.5*> -5-=). 5.=+
9

:

;

<*

%6’
当"#$%& &’()$*(+$,和-$.时(由式%6’
可得出

8.%"#’$ .
6&/

/&6> .
/&6
9
:

;
<> .

%@’

故可得出

8%"#’$ 8%"#’

令8A=.%"#’$8A=.%"#’%A$.(*(B(C’成立(又

8A%"#’$ 8A=.D8%"#’E$ 8A=.D8%"#’E$

8A=.D8%"#’E$ 8A%"#’
所以图 .%4’给出的牛顿变换的 01234集关于 5轴

对称7
由式%@’还可得出

8.%"#F3
*GH
6’$ .

6&/F3
IGH
6

/&6F3*GH> .
/&6F3*GH
9
:

;
<> .
$

.
6&/

/&6> .
/&6
9
:

;
<> .
F3
*GH
6%H$ #(.(B(/’

故有

J8.%"#’J$ J8.%"#F3
*GH
6’J

设J8A=.%"#’J$J8K=.%"#F3
*GH
6’J%A$.(*(B(C’

成立

8A%"#F3
*GH
6’$ 8A=.D8%"#F3

*GH
6’E$

8A=. .
6&/

/&6> .
/&6
9
:

;
<> .
F3
*GH9

:
;
<
6

令

8.%"#’$ .
6&/

/&6> .
/&6
9
:

;
<> .
$ "L

则

8A%"#F3
*GH
6’$ 8A=.%"LF3

*GH
6’

而 8A%"#’$ 8A=.D8.%"#’E$ 8A=.%"L’( 又

J8A=.%"L’J$ J8A=.%"LF3
*GH
6’J

因而
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上式说明图 /$0’给出的牛顿变换的 123*0集具有

.倍的旋转对称性且其中心为原点4
定理 5 选取的初始点为%&( $6 7’8参数

9(:8;(/和<(/时8由牛顿迭代法构造式$:’
的牛顿变换的 123*0集8若 7( &8则有

"#$%&’( "#$%&’( "#$= %&’$#( /8+8>8?’
若 @A$7’( &8则有

"#$%&’( "#$%&’$#( /8+8>8?’
证明 利 用 数 学 归 纳 法B当 %&( $6 7’8

9(:8;( /和 <( /时8由式$.’可得出

"/$%&’( /
6C$6D :7’

:6:7D /
:6:
E
F

G
H7D /

$I’

当 7( &时8由 "$%&’(
6=:

6
E
F

G
H=:
8故有

"$%&’( "$%&’( "$= %&’

令 "#=/$%&’( "#=/$%&’( "#=/$= %&’成立8又

"#$%&’( "#=/J"$%&’K( "#=/J"$%&’K(
"#=/J"$%&’K( "#$%&’

同理

"#$%&’( "#$= %&’
当@A$7’(&时8有7(7L4由式$I’可知"$%&’(
"$%&’8模仿上述证明过程8易证

"#$%&’( "#$%&’
该定理说明B当 7( &时8123*0集关于M轴NO

轴皆对称$图 /$)’’P当 @A$7’( &时8123*0集关

于 M轴对称$图 /$Q’’4
R4R 9N;N<和 S为小数

当9N;N<和S取小数时8构造式$:’对应的牛

顿变 换 123*0集8对 M9/NM;+和 MS/的 计 算8采 用 了

T)UV*WX)理论8如

MS/( !M/!S$YVZS[D *Z*\S[’ $]’
这就涉及相角 [主值范围的选取4一般相角 [的

范 围 可 选 取 以 下 :种 情 况B[^ J&8+,’8[^
J= C,_+8,_+’8[^ J= ,8,’和 [^ J= ,_+8
C,_+’4当 S为整数时8将不会影响式$]’的使用8
因

YVZ$S[’( YVZ$S[D +,9’‘Z*\$S[’( Z*\$S[D +,9’ $a’

但S为小数时8则式$a’不成立4这说明B相角[主

值范围的不同选取8将导致 123*0集的结构互不相

同4
图+为选取相角 [̂ J=,8,’时8所得的一组

具有代表性的结果4图 +只给出参数 ;N<和 S的

值8而 9可由 9( S= ;<算出4其中8图 +$0’b
+$c’N+$*’和 +$d’选取的初始点为 %&( $6 6’P
图 +$)’b +$e’N+$f’和 +$3’选取的初始点为 %&

($6 7’8且7(/4图+$0’和+$g’的坐标范围B
左上角= /4+.D+*8右下角BC4I.=+*P图+$Y’和

+$c’的坐标范围B左上角=:DC4+*8右下角:=
C4+*P图 +$)’和 +$Q’的坐标范围B左上角 = .D
:*8右下角.=:*P图+$h’和+$e’的坐标范围B左
上角 =+.D+&*8右下角+.=+&*P图+$*’和+$d’
的坐 标 范 围B左 上 角 = :D C4+*8右 下 角B:=
C4+*P图 +$f’和 +$3’的坐标范围B左上角 = &4.
D &4:*8右下角 &4.= &4:*4

图 +$0’和 +$g’N图 +$Y’和 +$c’N图 +$)’和

+$Q’N图 +$h’和 +$e’N图 +$*’和 +$d’N图 +$f’和

+$3’的参数选取为 <和 S值相同8而 ;值分别为

C4aaaaaa]]&I和C4aaaaaa]]&]8即 ;值仅相

差 /&=/&4由图 +可见8虽然 ;值仅有一个微小的

差异8但 对 应 的 123*0集 结 构N颜 色 却 截 然 不 同4
图 +$*’和 +$d’N图 +$f’和 +$3’相比较8可见吸引

域 的个数明显增加8即随 ;值增大8方程$:’的解

的个数有一个突变4下面分析方程$:’的解B整理

方 程$:’可得MS/=/(&8当<和S值相同时8M/的

解的个数一定P若 ;值变化8将导致 9值变化P对

于小数值的 9和 ;8由方程$:’的第一式可知方程

$:’的解的个数将发生变化4可见实验结果与理

论分析是符合的4
图 +$0’b +$e’的颜色仅为深蓝色$本文因

印刷原因未显示’8本文用深蓝色来表示根$/8&’
的吸 引 域8这 说 明 此 时 方 程$:’仅 有 惟 一 根$/8
&’4图 +$d’的吸引域与图 /$0’的吸引域相对应8
这 说明它们对应的根相近4若改变初始点8尽管

;N<和S值相同8但123*0集却发生改变$图+$0’b
+$c’和图+$)’b+$e’相比较’P若再改变S值8则
得 到 的 123*0集 的 结 构 更 丰 富 多 彩$如 图 +$f’N
+$3’’4这是因为牛顿迭代的 123*0集的吸引域取

决于所选定的初始点及方程$:’的幂次4
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定理! 当选取初始点"#$%& &’或"#$
%& (’且 )*%(’$ #时+若选取相角 ,- ./ 0+
0’+则式%1’对应的牛顿变换的 23456集关于 7轴

对称8
证明 利用数学归纳法8由式%9’可知

:.%& &’;$ <
=>&>? @&A

%@? =/ <’&B? =>&>?</ =&>?<? &B/@/=

%=>/ >? @’&>?<? >&
C
D

E
F>/@/=?<

%<#’

:.%& (’;$ <
=>&>? @(A

%@? =/ <’&(? =>&>?<? &</@(</=/ =&>?<

%=>? @/ >’&>(? >&>/@(
C
D

E
F</=

%<<’
相 角,-./0+0’时+若设&$G&GH5,+则共轭

&I$G&GH/5,8)*%(’$#时+有($(J8将&和&I代

入式%<#’和%<<’+整理后知对于式%<#’和%<<’+

:%"#’$ :%"#’皆 成 立8故 可 令 :K/<%"#’$
:K/<%"#’成立+又

:K%"#’$ :K/<.:%"#’;$ :K/<.:%"#’;$
:K/<.:%"#’;$ :K%"#’

%K$ <+B+L+M’
所以选取 ,- ./ 0+0’时+牛顿变换的23456集关

于 7轴对称%图 B’8故命题真8
选取初始点 "#$ %& &’或"#$ %& (’+参

数 =$/ B+>$ #8<和N$/ #8O+相角 ,的主值

范围P.0+0’Q.#+B0’Q./ R0SB+0SB’或./ 0SB+
R0SB’+作者构造了式%1’对应的牛顿变换的 23456
集%如图 R所示’8其中图 R%6’T R%U’的初始点

为"#$%& &’V坐标范围P左上角/9?15+右下

角 9/ 158图 R%H’T R%W’的 初 始 点 为 "#$
%& (’+($<V图R%H’QR%X’和R%W’坐标范围P左
上角/ <###?O##5+右下角<###/O##5V图R%Y’
坐 标范围P左上角 / B9#? B##5+右 下 角 B9#/

<#Z第[期 王兴元等P实指数幂多元牛顿变换的23456集



!""#$图 %&#’( %&)’的 初 始 点 为 *"+ &, -’.
-+ #/图 %&#’0%&1’和 %&)’坐 标 范 围2左 上 角

3 !"456#.右下角!"356#/图%&7’坐标范围2左
上角 3 5"4 8#.右下角 5"3 8#$由图 %可见.尽

管参数90:0;和<值相同.但由于相角=的主值范

围不同.所得 >?)#@集的结构是互不相同的$图 %
的颜色仅有白色发散区和深蓝色区域.这说明此

时方程&A’仅有惟一根&5."’$

定理B 当选取初始点*"+&, ,’或*"+
&, -’.且 CD &-’+ "时.若 选 取 相 角 =E
F3 %GH!.GH!’和 =E F3 GH!.%GH!’时.构造式

&A’对应的牛顿变换的 >?)#@集.则有

IJ&*"’K=EF3%GH!.GH!’+ IJ&*"’K=EF3GH!.%GH!’
&J+ 5.!.L.M’

证明 因为相角 =E F3 %GH!.GH!’和 =E
F3 GH!.%GH!’的选取关于N轴具有对称性.故当

选 取 相 角 =E F3 %GH!.GH!’时.若 *" +

K*"KO#=K=EF3%GH!.GH!’.则 当 选 取 相 角 =E F3 GH!.

%GH!’ 时. 其 共 轭 可 表 示 为 *" +

K*"KO#=K=EF3GH!.%GH!’$当CD&-’+"时.有-+-P$由

定理 A的证明过程.可推得命题成立$

该 定理表明相角选取为 =E F3 %GH!.GH!’
的 >?)#@集以 N轴为轴翻转 58"Q后即得相角 =E
F3 GH!.%GH!’的 >?)#@集/反 之 亦 然&图 %&R’和

%&S’0图 %&T’和 %&U’’$
由于 CD&-’V ".图 %&#’不满足定理 A的结

论/图 %&1’和 %&)’也不满足定理 W的结论$

X 结 语

本文阐述了多元牛顿变换 >?)#@集理论.给出

了多元牛顿迭代法.推广了YZ[\1@和]O#[Ô的工

作.构造并研究了实指数幂多元牛顿变换的 >?)#@
集$
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