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摘要@为了简化计算=传统的精算理论均采用固定利率来计算保费<但利率具有随机性=由

利率随机性产生的风险对保险公司来说相当大<为此以一对夫妻作为被保险人=研究连生寿

险的双随机模型<模型包括夫妻终身寿险以及夫妻养老金等<考虑到保费的实 际 投 资 情 况

以及突发事件对利率的影响=对随机利率采用反射 JKLMNOPN运动和 QLORRLN过程联合建模=
给出了纯保费精算现值的计算公式=并在死亡均匀分布的条件下=得到纯保费精算现值的简

洁计算公式<计算实例证明利用该公式进行保费计算可得到理想结果<

关键词@精算现值H均衡年保费H寿险H年金H反射 JKLMNOPN运动HQLORRLN过

程

中图分类号@S$$ 文献标识码@T

U 引 言

传统的精算理论=假定利率是确定的=目的是

为 了简化计算<事实上=由于人的死亡具有不确

定性=以及利息会不断调整=精算函数一般都是随

机变量<&E"#年=JLVWX考虑了寿险与年金中死亡

率与利率均为随机的情况=即所谓的Y双随机性Z=
随 后=又有不少学者做过这方面的研究<对于随

机 利率=他们都是以时间序列方法建模的=例如=
白 噪 声 过 程[T\C$D过 程 和 T\]̂ T过 程 等_&‘<
$%世纪 E%年代=一些学者利用摄动方法建模=得

到 了具有Y双随机性Z的确定年金及寿险的一 系

列结果<JWWabPN等于 &EE%[&EE&年分别由 SAc
过程和 dOWNWK过程建模=得到了某些年金现值的

前二阶矩_$[G‘H&EEG年得到了息力由 SAc过程和

dOWNWK过程建模的终身寿险给 付 现 值 的 前 二 阶

矩_!‘<eWfghWiiWK等得到了息力由 dOWNWK过程

建模 的 某 些 年 金 的 矩 母 函 数_F‘[分 布 函 数_#‘和

jPiXPgW变换_"‘<何文炯等对随机利率采用 kPlRR
过程建模=得到了一类即时给付增额寿险的给付

现值的各阶矩=并在死亡均匀分布假设下=得到了

矩 的 简 洁 表 达 式_B‘<刘 凌 云 等 则 将 息 力 采 用

kPlRR过程和QLORRLN过程联合建模=也给出了一

类即时给付的增额寿险的给付现值的各阶矩_E‘=
发展了文献_B‘的结果<文献_&%‘提出了固定利

率下夫妻联合两全养老金保险的问题=在该文中=
养老金是在夫妻双方中只要有一方生存至 #F周

岁 时开始给付的=直至这一方死亡为止<吴耀华

等将文献_&%‘作了改进=将养老金的给付期延长

至双方全部死亡为止=并在固定利率下给出了均

衡年 保 费 的 计 算 公 式_&&‘<文 献_&$‘给 出 了 一 种

家 庭 联 合 保 险 的 精 算 模 型=并 将 随 机 利 率 采 用

dOWNWK过 程 建 模=给 出 了 均 衡 年 保 费 的 计 算 公

式<文献_&m E[&$‘都是将随机利率采用息力累

积 函 数 nCoDp qor sCoD建 模=其 中 sCoD是

dOWNWK过程或SAc过程等=与此相联系的问题是

sCoD将可能变成负的<如果保险公司将保费收入

投资到股票市场=sCoD随着股票指数的升降而变

化=此时对随机利率的这种假设是合理的<但实

际上=保费收入只能投资于基金和债券=所以sCoD
决不可能是负的<文献_&%[&&‘只给出了固定利

率下联合保险的均衡年保费的计算公式=没有考

虑随机利率的情况<



本文以一对夫妻作为被保险人!研究连生寿

险的双随机模型"

# 承保对象及其保险责任

$%&承保对象

在法定年龄以上!身体健康!且双方年龄均低

于 ’(周岁的合法夫妻"

$)&保险责任

* 寿险+夫妻双方任何一人在保单生效后死

亡!在死亡时即刻给付保险金 ,%"

- 年金+夫妻双方任何 一 方 生 存 至 .(周 岁

时开始给付养老金!至双方全部死亡为止!养老金

每年年初给付"以$/&表示年龄为/的被保险人!
假 设夫妻双方的年龄分别为 /和 0$不妨设 /1

0&"记23.(40!53.(4/!年金的给付划分

为如下几种形式+

6"在投保后第 2年至第 5年间!若夫妻双方

至少有一人活着!则每年支付 ,)7

8"在 5年后!若夫妻双方之一活着!则每年

支付 ,)7

9"在5年后!若夫妻双方都活着!则每年支付

:,)$:; %&"

< 生命函数

<"# 单生命函数

按惯例!用$/&表示年龄为 /岁的人!=表示

$/&的寿命!>$/&3=4/表示年龄为/岁的人

的剩余寿命!>$/&的密度函数为

?>$@&3 @A/B/C@ $%&
式中+@A/表示$/&至少还能活 @年的概率7B/C@3

4 D@A/E FD@ @A/表示$/&在年龄 /C @处的死亡力

$GHI9JHGKHIL6MNLO&"@P/3%4@A/表示$/&在@年

内 死 亡 的 概 率!@3 %时 省 略 不 写"记 Q$/&3

R>$/&S表示$/&未来存活的整数年!则有

TUQ$/&3 VW3 TUV1 >$/&X VC %W3

VA/4VC%A/3 VA/YP/CV7V3 Z!%!)![ $)&

<"< 多重生命函数

本文只考虑两个生命$/&和$0&的情形!且假

设 >$/&和 >$0&相互独立"
定义 # 如果$/&和$0&都活着时为存在!而

当其中有一人死亡时为消失!则称这样的状态是

二元联合生存状态$\HN]L̂MNGJ_L6L‘_&!记为$/0&7
如果$/&与$0&中至少有一人活着时为存在!$/&
与$0&均死亡时为消失!则称这样的状态是二元

最 后 生 存 者 状 态$M6_L̂_‘IaNaHI_L6L‘_&!记 为

$/0&"
定理# 以>$/0&表示二元联合生存状态消

失的时间!则$/0&至少在@年内存在的概率为@A/0

3 @A/Y@A0!>$/0&的密度函数为?>$/0&$@&3@A/b

@A0$B/C@C B0C@&7以 >$/0&表示二元最后生存者

状态消失的时间!则$/0&至少在 @年内存在的概

率为@A/03 @A/C @A04 @A/Y@A0!>$/0&的密度函

数为 ?>$/0&$@&3 @A/B/C@C @A0B0C@4 @A/0$B/C@C

B0C@&!$/0&在V与VC%年之间消失的概率为VcP/0

3 VA/4 VC%A/C VA04 VC%A0C VC%A/YVC%A04

VA/YVA0"
证明 @A/03 TUKN]R>$/&!>$0&S; @W3

TU>$/&;@!>$0&;@W3TU>$/&;@WTU>$0&

; @W3 @A/Y@A0

?>$/0&$@&3 D
D@$%4 @A/@A0&34 D@A/

D@ @A0E C

D@A0
D@ @AF/ 3 @A/@A0$B/C@C B0C@&

@A/03 TUK6dR>$/&!>$0&S; @W3

%4 TUK6dR>$/&!>$0&SX @W3

%4 TU>$/&X @WTU>$0&X @W3

@A/C @A04 @A/Y@A0

?>$/0&$@&3 D
D@$%4 @A/4 @A0C @A/0&34

D@A/
D@4

D@A0
D@C

D@A/0
D@ 3 @A/B/C@C @A0B0C@4

@A/Y@A0$B/C@C B0C@&

VcP/03 TUV1 >$/0&X VC %W3 TU>$/0&X

VC %W4 TU>$/0&X VW3 VA/04

VC%A/03 VA/4 VC%A/C VA04 VC%A0C

VC%A/VC%A04 VA/YVA0

e 纯保费的计算

对利息随机性本文采用息力累积函数建模!
即

0$@&3 f@C gch@cC ij@ $’&
其中ch@c是反射kIHl]N6]运动!j@是mHN__H]过

程!且h@与j@相互独立!fngni是与@无关的实常
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数!假设缴费期为 "#"$ %&’()*+,-年*保费在

#.-/#0-同时活着时年初缴付*对于寿险和年金

两种情形分别计算被保险方未来收益的精算现值

和均衡年保费*再求和即得总保费!

1!2 寿 险

先考虑单个#.-的情况!以 34.记#.-死亡后

立刻提供赔付额 5的精算现值*赔付额 5在投保

时的现值为随机变量 670#8-*由

967:;<8;= >?
@A

B
67:C 5

DE >F8
67

C>

>8E>GC=

>6
5
>8E
>:> DH57 I# 8:E-J #K-

其中

I#.-=?
.

7A

5
D>F
67

8>

>G8L

9#67MN8-=O
A

P=B
67MP#Q8-

P67Q8

PR = 6Q8#6
7M75- #S-

有

34.= 9<9N9#670#8--=

?
@A

B
67T89#67:;<8;-9#67MN8-UV#8-G8=

>?
@A

B
67T8@

5
>8E
>:>@Q8#67M75-H57

DI# 8:E-JUV#8-G8 #W-
对 于本文中的寿险*可先设被保险人死亡时

赔付额为 5*则其责任可视为如下两部分的组合X

#&-在二元联合生存状态#.0-结束时*赔付额为

5L#&&-在二元最后生存者状态#.0-结束时*赔付

额为5!记#&-/#&&-两种情况的精算现值和均衡年

保费分别为 34.0及"Y5/34.0及"Y>*则

34.0=9<9N9#670#V#.0---=

>?
@A

B
67T8@

5
>8E
>:>@Q8#67M75- DH57I# 8:E-JZ

8[.\8[0#].@8@ ]0@8-G8 #̂-

34.0=9<9N9#670#V#.0---=

>?
@A

B
67T8@

5
>8E
>:>@Q8#67M75- DH57I# 8:E-JZ

H8[. \].@8@ 8[0 \]0@87 8[.0#].@8@

]0@8-JG8 #_-
均衡年保费是 "年内当#.0-存在时每年年

初支付的*第 P#B$ P$ "-年的支付额为 5的精

算现值记为 ‘\\.0X";*则

‘\\.0X";= >O
"75

P=B?
P@5

P
67T8@

5
>8E
>:>@Q8#67M75-a H57

DI# 8:E-JG8-P[.\P[0 #b-

根据平衡原理*投保时*保费的精算现值应与

保单责任的精算现值相等*得到平衡方程

34.0= "Y5\‘
\\
.0X";*34.0= "Y>\‘

\\
.0X";

于是

"Y5= 34.0c‘
\\
.0X";*"Y>= 34.0c‘

\\
.0X"; #5B-

1!d 年 金

e!该年金是#.0-延期 )年的定期 +7 )年

的年金*其精算现值记为);+7)‘
\\
.0*以"Yf记其均衡

年保费*则

);+7)‘
\\
.0= >O

+75

P=)?
P@5

P
67T8@

5
>8E
>:>@Q8#67M75-a H57

I Da g8:EJG8-#P[.@ P[07 P[0\P[.-

#55-

"Yf= );+7)‘
\\
.0c‘

\\
.0X"; #5>-

h!以+;‘
\\
.0和"YK记此情形的精算现值和均衡

年保费*于是

+;‘
\\
.0=>O

A

P=+?
P@5

P
67T8@

5
>8E
>:>@Q8#67M75- Da gH57I# 8:E-JG8 Z

HP[.#57 P[0-@ P[0#57 P[.-J=

>O
A

P=B?
P@+@5

P@+
67T8@

5
>8E
>:>@Q8#67M75- Da gH57 I# 8:E-JG8 Z

HP@+[.#57 P@+[0-@ P@+[0#57 P@+[.-J #5f-

"YK= +;‘
\\
.0c‘

\\
.0X"; #5K-

i!以+;‘
\\
.0及"YS记此情形的精算现值和均衡

年保费*则

+;‘
\\
.0= >O

A

P=+
P[.0?

P@5

P
67T8@

5
>8E
>:>@Q8#67M75-Z

DH57 I# 8:E-JG8=

>O
A

P=B
P@+[.0?

P@+@5

P@+
67T8@

5
>8E
>:>@Q8#67M75-Z

DH57 I# 8:E-JG8 #5S-

"YS= +;‘
\\
.0c‘

\\
.0X" #5W-

综上可得本文中保单的均衡年保费为

"Y=j5#"Y5@ "Y>-@j>#"Yf@ "YK-@‘j>\"YS

#5̂-
假定在每个保单年度内死亡是均匀发生的*

将保险期HB*+-分成 +等份*HB*+-=k
+75

P=B
HP*P@

5-*则在每一HP*P@ 5-上*V服从均匀分布*在

这种 情 况 下*对 任 意 的 8l HP*P@ 5-*UV#8-=
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!"#$%#&!’于是式()*成为

+,(!*-.
/

0-1
0"#$%#&0$230’0&)* ()4*

对由 51个新生生命组成的群体’在 #年还生存的

人 数为 5#’在第 #年内死亡的人数为 6#- 5#7

5#&)’于是

!"#-
5#&!
5# ’%#-

5#7 5#&)
5# - 6#5# ()8*

将 式()4*9()8*分 别 代 入 式(:*; (8*9())*9

()<*9()=*’并且注意到

>
0&)

0
?7@!&

)
A!B
ACA&D!(?7E7)* F3)7 G( !CB*HI!-

>
0&)

0
?7@!&

)
A!B
ACA&D!(?7E7)*I!>

&/

F!CB

)
FAJ
?7

)
A#
A
I#-

CB3G A(0&)*KFL M) 7G A0KFL M) H
KA AKF )

&?
(0&)*KA

KA 3)7

FG( 0& )CB*H7 ?
0KA

KA
F3)7 G( 0CB*H

其 中 K)- @7 D(?7E7 )*’KA- )
AB

ACA7 @&

D(?7E7 )*N则

OP#- A
5#KA.

/

0-1
6#&0 CBG A(0& )*KFL M)3Q 7

G A0KFL MH)
AKF )& ?(0&)*KA3)7

FG( 0& )CB*H7 ?0KA F3)7 G( 0CB*HR
(A1*

OP#S- A
5#5SKA.

/

0-1
(6#&05S&0& 6S&05#&0*T

QCBG A(0& )*KFL M) 7 G A0KFL M3 H)

AKF )

&

?(0&)*KA F3)7 G( 0& )CB*H7

?0KA F3)7 G( 0CB*HR (A)*

OP#S- A
5#5SKA.

/

0-1
(5S6#&0&5#6S&075S&06#&07

5#&06S&0*QCBG A(0&)*KFL M) 7G A0KFL M3 H)

AKF )

&

?(0&)*KA F3)7 G( 0& )CB*H7

?0KA F3)7 G( 0CB*HR (AA*

U$$#SVWX- A
5#5SKA.

W7)

0-1
5#&05S&0QCBG A(0& )*KFL M)3 7

G A0KFL MH)
AKF )& ?(0&)*KA3)7

FG( 0& )CB*H7 ?0KA F3)7 G( 0CB*HR
(A<*

YXZ7YU
$$
#S- A

5#5SKA.
Z7)

0-Y
(5S5#&0& 5#5S&07 5#&05S&0*T

QCBG A(0& )*KFL M) 7 G A0KFL M3 H)

AKF )

&

?(0&)*KA F3)7 G( 0& )CB*H7 ?0KA3)7

FG( 0CB*HR (A[*

ZXU
$$
#S- A

5#5SKA.
/

0-1
(5#&0&Z6S&0&Z& 5S&0&Z6#&0&Z*T

CBG A(0& Z& )*KFL M)3Q 7

G A(0& Z*KFL MH)
AKF )& ?(0&Z&)*KA3)7

FG( 0& Z& )CB*H7 ?(0&Z*KA3)7

FG( 0& ZCB*HR (A=*

ZXU
$$
#S- A

5#5SKA.
/

0-1
5#&0&Z5S&0&ZT

CBG A(0& Z& )*KFL M)3Q 7

G A(0& Z*KFL MH)
AKF ) & ?(0&Z&)*KA3)7

FG( 0& Z& )CB*H7 ?(0&Z*KA3)7

FG( 0& ZCB*HR (A:*

利用生命表可以容易地进行计算N

\ 结 论

本 文以一对夫妻作为被保险人’研究连生寿

险的双随机模型N考虑到保费的实际投资情况以

及突发事件对利率的影响’将随机利率采用反射

]̂_‘abca运动和 d_bee_a过程联合建模’给出了

纯保费精算现值的计算公式’并在死亡均匀分布

的条件下’得到纯保费精算现值的简洁计算公式’
经过数值计算结果理想N本文的研究方法也可用

于两个以上保险人的情况N
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对随机利息的建模不仅考虑了保险公司的利

益!同时考虑了投保人的权益!运用这些公式进行

保险费的计算!可以确保保险经营的正常进行!最

终使投保人和承保人都有所收获"
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cFGĤII@CA"od@̂ CĜJGC?HF>A@BJG?BBdFv?dC??d@eFAEJGCBCA@cAĈ?ĤCwG@"
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