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完全L部图MNEO&=O$=P=OLF=QR计数公式

杨 利 民K&=$= 王 天 明&= 年 四 洪&

E&<大连理工大学 应用数学系=辽宁 大连 &&#%$!J

$<大理学院 数学与计算机学院=云南 大理 #"&%%%F

摘要B采用组合卷积公式方法=研究图的 SETFC因子的计数问题<首先获得完全 $C部图的恰

有Q个分支的SETFC因子的计数公式=并用同样方法获得完全LC部图的恰有Q个分支的SETFC因

子的计数公式=从而给出完全LC部图的所有因子数计数公式<进一步研究了完全LC部图的组

合恒等式=并通过组合计算技巧=获得了完全 LC部图U完全 $C部图和完全 IC部图的组合恒等

式<该研究对图论及组合学具有理论和应用价值<

关键词B完全 L部图J卷积公式J第一类 VWXYZX[\数J因子

中图分类号B]&H"<HJ]&H"<& 文献标识码B^

_ 引 言

本文利用组合数学卷积公式方法讨论完全 L
部图的恰有Q个分支SETF‘ abLB&cLcTdC因子

的计数问题<SETFC因子特殊情况是 &C因子=SETFC
因子的定义内容与Ee=fFC因子的定义极其不同=
当SETFC因子特殊情况恰有Q个分支都为某一个完

全图=具有惟一的 QC因子时=SETFC因子问题即变

为Ee=fFC因子问题<SETF‘abLB&cLcTdC因子

研究有如下意义BE&F组合价值NHRJE$F图论计数J
EIF计算机和组合码E正则g叉树N!RFJE!F其他方

面Ehijkjl[mnZnoY[okpjYqErFF=本文对此进

行研究<

s 定义和引理

定义 s 设SETF‘abLB&cLcTd=Tt&=其
中 bL为 L个顶点完全图=若 u是图 r的子图=且

u的每一个分支都同构于SETF‘ abLB&cLcTd
中的某一个元素=则 u叫做 SETFC子图=若 u为 r
的生成子图=则 u叫做 r的一个 SETF‘ abLB&c
Lc TdC因子<

记 MEr=QF为 图 r的 恰 有 Q个 分 支 SETF‘
abLB&c Lc TdC因 子 数<vErF是 r的 所 有

SETF‘ abLB&c Lc TdC因 子 数=即 vErF‘

w
T

Q‘&
MEr=QF<

定 义 x 设 图 r‘ EO&=O$=P=OLF=Oy为

zOyz个顶点集合E&cycLF=若Oy中任意两点都

没有边E&c yc LF=图 r中任意两个顶点都有边

相连=则称 r‘ EO&=O$=P=OLF为完全 L部图<
特 殊L‘$时=r‘EO&=O$F‘EO={F为完全

二部图<
引 理 s N|RL‘ |E|} &FPE|} L~ &F‘

!
L

Q‘&
E|} Q~ &F<

引理 xN&R N|RQ‘w
Q

"‘%
#EQ="F|"=其中#EQ="F是

第一类 VWXYZX[\数<
引理 $NIR 若图 r无 bI图=T为图 r的顶点

数=则当 &c Q% T&$时=MEr=QF‘ %
引理 ’ 若 r(为 r的补图=则图 r的色多项

式 fEr=|F‘w
T

Q‘&
MEr(=QF!

Q

L‘&
E|} L~ &F<

证明 图r的色多项式fEr=|F‘w
T

Q‘&
MEr(=

QFN|RQE见文献NIRF=由引理 &得到
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引理 2 若 #-为图 #的补图$则图 #的色多

项 式 !"#$%&’ (
)

3’+
(
)

*’+
,"#-4 5$*&6"*$3&%3$其 中

6"*$3&为第一类 789:;9<=数>

证明 !"#$%&’(
)

*’+
,"#-$*&.

*

/’+
"%0 /1

+&’(
)

*’+
,"#-$*&(

*

?’@
6"*$?&%?

!"#$%&’(
)

3’+
(
)

*’+
,"#-4 5$*&6"*$3&%3

引理A 若图#为完全/部图"/BC&$则#无

D/1+图>

E 卷积公式

定理 F 设#’ "G+$GC$H$G/&为完全/部

图$则 ,"#$*&卷积公式为

(
)

*’+
,"#$*&.

*

I’+
"%0 I1 +&’ .

JG+J

*’+
"%0 *1

+&.
JGCJ

*’+
"%0 *1 +&H.

JG/J

*’+
"%0 *1 +&

其中 JG+J1 JGCJ1 H 1 JG/J’ )>
证明 若 #’ "G+$GC$H$G/&为完全 /部

图$则

#-’ DJG+JK DJGCJK H K DJG/J$

DJLJM DJNJ’ O$+P L$NP /$LQ N
图 #-的色多项式

!"#-$%&’ !"DJG+J$%&!"DJGCJ$%&H!"DJG/J$%&

!"#-$%&’.
JG+J

*’+
"%0*1+&.

JGCJ

*’+
"%0*1+&H.

JG/J

*’+
"%0

*1 +&
另外$图 #-的色多项式

!"#-$%&’.
)

*’+
,"#$*&.

*

I’+
"%0 I1 +&

其中 ,"#$*&为完全 /部图 *个分支 R")&S因子个

数>
所以

(
)

*’+
,"#$*&.

*

I’+
"%0 I1 +&’ .

JG+J

*’+
"%0 *1

+&.
JGCJ

*’+
"%0 *1 +&H.

JG/J

*’+
"%0 *1 +&

其中 JG+J1 JGCJ1 H 1 JG/J’ )>
推论F 完全二部图#’"G$T&$则,"#$*&

卷积公式为

(
CU

*’U
,"#$*&.

*

I’+
"%0 I1 +&’.

U

*’+
"%0 I1 +&C

其中 JGJ’ JTJ’ U>
证明 图#’"G$T&为完全二部图$据引理

V得到图#无DW子图$据引理W得$当+P*X)YC
时$,"#$*&’ @$由于 JGJ’ JTJ’U$)’ CU$
根据定理 +得到

(
CU

*’U
,"#$*&.

*

I’+
"%0 I1 +&’ .

U

*’+
"%0 *1

+&.
U

*’+
"%0 *1 +&’.

U

*’+
"%0 *1 +&C

推论 E 若图 #’ "G+$GC$H$G/&为完全 /
部图$/B W$则 ,"#$*&卷积公式为

(
/U

*’U
,"#$*&.

*

I’+
"%0 I1 +&’.

U

*’+
"%0 *1 +&/

其中 JG+J’ JGCJ’ H ’ JG/J’ U>
证明 略>

Z 完 全 /部 图 ,4"GF$GE$H$G/&$
*5计数公式

定理 E 若 #’ "G$T&为完全二部图$JGJ
’ JTJ’ U$则 ,"#$*&计数公式为

,"#$*&’ [*$+P *P CU
其中

[*’

6"+$+& 6"C$+& H (
?1L’+

6"U$?&6"U$L& H 6")0+$+& 6")$+&

@ 6"C$C& H (
?1L’C

6"U$?&6"U$L& H 6")0+$C& 6")$C&

\ \ \ \ \

@ @ H (
?1L’)0+

6"U$?&6"U$L& H 6")0+$)0+& 6")$)0+&

@ @ H (
?1L’)

]

^

_

‘6"U$?&6"U$L& H @ 6")$)&

证明 图#’ "G$T&为完全二部图$,"#$

*&卷积公式为

(
CU

*’+
,"#$*&.

*

I’+
"%0 I1 +&’ .

U

*’+
"%0 *1

+&.
U

*’+
"%0 *1 +&

(
CU

3’+
(
CU

*’+
4 5,"#$*&6"*$3&%3’(

U

?’@
6"U$?&%?(

U

L’@
6"U$

L&%L
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234%$
( )/+#-2./+#-4.0$

!
"#

’%&
*+,-’./+’-$.% !

234%$
/+#-2./+#-4.-

&5 $5 "#

/+&-&.*+,-&.3 /+"-&.*+,-".3 6 3 /+"#-&.*+,-"#.% !
234%&

/+#-2./+#-4.

/+&-".*+,-&.3 /+"-".*+,-".3 6 3 /+"#-".*+,-"#.% !
234%"

/+#-2./+#-4.

66

/+&-78 &.*+,-&.3 /+"-78 &.*+,-".3 6 3 /+"#-78 &.*+,-"#.% !
234%78&

/+#-2./+#-4.

/+&-7.*+,-&.3 /+"-7.*+,-".3 6 3 /+"#-7.*+,-"#.% !
234%7

9

:

; /+#-2./+#-4.

7% "#-令

<%
/+&-&. /+"-&. 6 /+78 &-&. /+7-&.
/+&-". /+"-". 6 /+78 &-". /+7-".
= = = =

/+&-78 &. /+"-78 &. 6 /+78 &-78 &. /+7-78 &.

:

;

>

?/+&-7. /+"-7. 6 /+78 &-7. /+7-7.
由 于 ’@ 7时-/+7-’.% 1-/+7-’.为 第 一 类

ABCDECFG数-/+&-&.%/+"-".%6%/+7-7.%&-
H<H%
/+&-&. /+"-&. 6 /+78 &-&. /+7-&.
1 /+"-". 6 /+78 &-". /+7-".
= = = =
1 1 6 /+78 &-78 &. /+7-78 &.
1 1 6 1 /+7-7.

%

/+&-&./+"-".6/+7-7.% &
得到

*+,-’.% <’

H<H% <’-&5 ’5 7% "#-其中

<’为把

<%

/+&-&. /+"-&. 6 /+78 &-&. /+7-&.

1 /+"-". 6 /+78 &-". /+7-".

= = = =

1 1 6 /+78 &-78 &. /+7-78 &.

:

;

>

?1 1 6 1 /+7-7.

中第 ’列换成

!
234%&

/+#-2./+#-4.

!
234%"

/+#-2./+#-4.

=

!
234%78&

/+#-2./+#-4.

!
234%7

:

;

>

?
/+#-2./+#-4.

-即

<’%

/+&-&. /+"-&. 6 !
234%&

/+#-2./+#-4. 6 /+78 &-&. /+7-&.

1 /+"-". 6 !
234%"

/+#-2./+#-4. 6 /+78 &-". /+7-".

= = = = =

1 1 6 !
234%78&

/+#-2./+#-4. 6 /+78 &-78 &. /+7-78 &.

1 1 6 !
234%7

:

;

>

?/+#-2./+#-4. 6 1 /+7-7.

证毕I
定理 J 若图 ,% +K&-K"-6-KL.为完全 L

部图-LM "-HK&H3 HK"H3 6 3 HKLH% 7-则

*+,-’.计数公式为

*(+K&-K"-6-KL.-’)% <’-&5 ’5 7-其中

N"O第P期 杨利民等Q完全L部图*(+K&-K"-6-KL.-’)计数公式
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$%3’"(为第一类 ;<=>?=@A数B
证明 图 C# %2&’2)’*’2.(为完全 .部

图’D%C’"(卷积公式为
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+
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+
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"#&
D%C’"($%"’G(# +

+
&,-,.

/-#G
0
.

-#&
$%12-1’/-(’

&, G, 3
其中 12&1F 12)1F * F 12.1# 3B

$%&’&(D%C’&(F$%)’&(D%C’)(F* F$%3’&(D%C’3(# +
+
&,-,.

/-#&
0
.

-#&
$%12-1’/-(

$%&’)(D%C’&(F$%)’)(D%C’)(F* F$%3’)(D%C’3(# +
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+
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/-#34&
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$%&’&( $%)’&( * $%34 &’&( $%3’&(
$%&’)( $%)’)( * $%34 &’)( $%3’)(
6 6 6 6

$%&’34 &( $%)’34 &( * $%34 &’34 &( $%3’34 &(

7

8

9

:$%&’3( $%)’3( * $%34 &’3( $%3’3(
当"L3’$%3’"(#5’$%3’"(为第一类;<=>?=@A数’

1!1#
$%&’&( $%)’&( * $%34 &’&( $%3’&(
5 $%)’)( * $%34 &’)( $%3’)(
6 6 6 6
5 5 * $%34 &’34 &( $%3’34 &(
5 5 * 5 $%3’3(

# &

由%K(得到
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其中 (%为把

(’

-"*$*&-".$*&/ -",0*$*& -",$*&
1 -".$.&/ -",0*$.& -",$.&
2 2 2 2
1 1 / -",0*$,0*&-",$,0*&

3

4

5

61 1 / 1 -",$,&
中第 %列换成

7
7
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;
9

8’*
-")<8)$:8&

7
7
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:8’.
;
9

8’*
-")<8)$:8&

2

7
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9

8’*
-")<8)$:8&

7
7
*+8+9

:8’,
;
9

8’*
-")<8)$:8

3

4

5

6
&

即为

(%’

-"*$*& -".$*& / 7
7
*+8+9

:8’*
;
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8’*
-")<8)$:8& / -",0 *$*& -",$*&
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7
*+8+9

:8’.
;
9
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-")<8)$:8& / -",0 *$.& -",$.&

2 2 2 2 2

1 1 / 7
7
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9

8’*
-")<8)$:8

3

4

5

6
& / -",$,0 *& -",$,&

证毕=
推论> 若#’"<*$<.$/$<9&是完全9部

图$)<*)’)<.)’/’)<9)’?$则!"#$%&计

数公式为

!@"<$<$/$<&$%A’ (%B*+ %+ 9?’ ,
其中
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定理 C 若#’ "<*$<.$/$<9&图为完全9
部图$9D .$则所有 %个分支 !"#$%&个数为

E"#&’7
,

%’*
(%

其中 )<*)F )<.)F / F )<9)’ ,=

证明 略=

C 组合等式

定理 G 若图 #’ "<*$<.$/$<9&为完全 9
部图$则 !"#$%&有组合等式

H.H第I期 杨利民等J完全9部图!@"<*$<.$/$<9&$%A计数公式
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(.0 %+"
"0 34%3*"0 3453*6*"0 34., -3

其中 34%37 34537 6 7 34.3$ "8
证明 由定理 %*令 9$ "*则

!
"

#$%
#&’()*#+:

#

;$%
("0 ;7 %+$ :

34%3

#$%
("0 #7

%+:
3453

#$%
("0 #7 %+6:

34.3

#$%
("0 #7 %+

!
"

#$%
#&’()*#+,-"#$ 34%3& "

34%, -3<3453&2
"
345, -3<6 <34.3& "

34., -3$:
.

;$%
34;3&

"
34;, -3

:
.

;$%
34;3&

"
34;, -3$

("&+.

("0 34%3+&("0 3453+&6("0 34.3+&$

("&+.

/(.0 %+"1&
(.0 %+"

"0 34%3*"0 3453*6*"0 34., -3
其 中("0 34%3+7 ("0 3453+7 6 7 ("0
34.3+$ (.0 %+"8
得到

!
"

#$%
#&’()*#+,-"#$ ("&+.

/(.0 %+"1&2

(.0 %+"
"0 34%3*"0 3453*6*"0 34., -3

其中 34%37 34537 6 7 34.3$ "8
推 论 = 若 )$ (4%*45+为 完 全 二 部 图*

34%3$ 3453$ >*则

!
5>

#$%
#&’()*#+

5>, -# $ (5>+&
5>, ->*>

推论 ? 若图 )$ (4%*45*4@+为完全三部

图*34%3$ 3453$ 34@3$ >*则

!
@>

#$%
#&’()*#+

@>, -# $ (>&+@
@>, ->*>

@

证明 略8

? 结 语

本文利用’()*#+卷积公式*解决了完全.部
图’/(4%*45*6*4.+*#1的计数等式并给出其组

合公式8
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