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摘要椇高斯系数恒等式的传统证明方法包括代数证明和子集灢子空间模拟棶把高斯系数看做
斔旓旑旜斸旍旈旑斸定义的重量为 椊棬 棻 棽 暛  棭棬 椊 棭的第二类广义二项式系数棳结合对
偶选择棳即从集合楙棻棳棽棳暛棳棴 棲棻楜中可重复地选取 个盒子与从楙棻棳棽棳暛棳棲棻楜中可重复
地选取 棴 个盒子一一对应棳通过证明一种选择与它的对偶选择具有相同的重量棳从而给出
一个高斯系数恒等式的组合证明棶由棸棳棻棳棸棳棻组成的选择序列表示对于等式的证明起到了
至关重要的作用棶当 椊棻时得到对应的普通二项式系数恒等式棶这种证明方法深刻地揭示
了高斯系数和二项式系数之间的组合联系棶
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棸 引  言
二项式系数暍高斯系数是计数组合学中经常

出现的两类数椲棻椵棶根据子集的有重或无重选择可
以得到二项式系数的一个著名解释棶高斯系数的
古典解释中有一个涉及有限维向量空间的子空间

个数棳有一个涉及行最简型矩阵棶斠旓旚斸椲棽暍棾椵最先将
两类数代数地统一起来棶他给出几何格的特征多
项式的一般定义棳二项式系数暍高斯系数分别作为
子集格和子空间格的特征多项式的系数棶

对于二项式系数和高斯系数的代数相似性棳
斔旓旑旜斸旍旈旑斸椲棿椵定 义 了 第 二 类 广 义 二 项 式 系 数
棬斪旇旈旚旑斿旟数的组合模拟棭椇设 和 都是正整数棳
假定有标号为棻棳棽棳暛 暛棳 的 个盒子棳标号为
的盒子里装有 件不同的东西棳棻曑 棻曑 棽曑
暛曑 暛曑 棶设这 个盒子里的 棻棲 棽棲暛
棲 件 东 西 两 两 不 同棶 用 椊
棬 棻 棽 暛 棭表示重量序列棶从 个带有

重量的盒子中可重复地选取 个棳再在每个选定
的盒子中挑选一件东西棳满足这些要求的选法数
叫做重量为 的第二类广义二项式系数棳记做
棬 棭棶通过改变盒子的重量就可以得到特殊类
型的古典组合数棳其中包括第二类二项式系数
棲 棴棻掛
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二类广义二项式系数的做法揭示了高斯系数和二

项式系数之间的组合联系棳使得暟子集 子空间暠
问题又产生了一种新的解决办法棶这个问题的传
统办法之一就是子空间模拟椇第一类棬普通的棭二项
式系数掛掝梹梹
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系数棬第二类高斯系数棭撿擁梹梹
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向量空间的 子空间数棶从这个模拟可以看出椇高
斯系数及其相关的恒等式往往是普通二项式系数

及其恒等式的 模拟棶关于这类高斯系数恒等式的
证明基本上都是代数证明或模仿子集合上的证明棶
第二类广义二项式系数的引进组合地解释了高斯

系数和二项式系数惊人的相似性棶本文采用
斔旓旑旜斸旍旈旑斸的方法组合地证明一个高斯系数恒等
式棶文献椲椀椵给出了该恒等式的子空间证明棶
棻 第二类广义二项式系数
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棴 棲棻棬棭棴棲棻棬棭椊 棴棲棻棬棭棴棲棻

棴 棬棭
即

 暺棻曑棻曑暛曑 曑 棴 棲棻
棻曑 棻曑暛曑 曑 棴棲棻

棬棻棴棻棭棲暛棲棬 棴棻棭棲棬棻棴棻棭棲暛棲棬 棴棻棭椊

 暺棻曑棻曑暛曑 曑 棴棲棻
棻曑 棻曑暛曑 棴 曑 棴棲棻

棬棻棴棻棭棲暛棲棬棴棻棭棲棬棻棴棻棭棲暛棲棬 棴 棴棻棭

从 棴 棲棻个盒子中可重复地选取 个盒子的

一种选择椇棻曑 棻曑 棽曑暛曑 曑 棴 棲棻棳惟一
地对应从 棲棻个盒子中可重复地选取 棴 个盒子

的一种选择椇棻曑 棻曑 棽曑暛曑 棴 曑 棲棻棬对偶
或共轭选择棭棶这里用 个棸和 棴 个棻表示下面
形式的选择序列椇第棻个棻左边棸的数目表示第棻个
盒子被选取的次数棳第棻个棻和第棽个棻之间棸的数
目表示第棽个盒子被选取的次数 暛棶换句话说棳棻
起到分隔符的作用棳插在两个棻之间的棸的数目表
示盒子楙棻棳棽棳暛棳棴 棲棻楜中特定的盒子被选取的
次数棶例 如棳 椊 椃棳 椊 棿棳序 列 棬从 左 往 右
读棭棸棻棻棸棸棻棸代表一种选择楙棻棳棾棳棾棳棿楜棶通过改变棸
和棻的角色棳采用从右往左读序列的方法定义对偶
选择棳即在对偶选择中棸起到分隔符的作用棶在上
面的例子中棳棴 椊棾时的对偶选择为楙棽棳棿棳棿楜棶

下面采用上面介绍的这种方法证明椇对左边
任一选择组序列

棻曑 棻曑 暛 曑 曑 棴 棲棻
棻曑 曑楙

都惟一对应右边的一种选择

棻曑 棻曑 暛 曑 棴 曑
棻曑 曑楙

并且二者对应的重量相等棶
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在这行分组中棳将 棴 个棻抽掉暂不考虑棳以棻作
为棸的分界符棳从左往右读由棸组成的序列棳则序
列棻曑 棻曑 暛 曑 曑 棴 棲棻对应的重量中
的指数为
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棾 结  语
本文将高斯系数看做斔旓旑旜斸旍旈旑斸定义的第二

类广义二项式系数棳给出一个高斯系数恒等式的
组合证明棳当 椊棻时得到对应的普通二项式系数
恒等式棶该方法揭示了高斯系数和二项式系数之
间的组合联系棶
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