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摘要椇无穷维斎斸旐旈旍旚旓旑算子来源于无穷维斎斸旐旈旍旚旓旑系统棳它具有深刻的力学背景和应用
前景棶利用空间分解的方法和分块算子矩阵技巧棳得到了一类无穷维 斎斸旐旈旍旚旓旑算子具有有
界逆的充分必要条件棳并将所得结果与文献中的已有结果进行了比较棶最后举例验证了结果
的正确性棶
关键词椇无穷维斎斸旐旈旍旚旓旑算子椈非负无穷维斎斸旐旈旍旚旓旑算子椈可逆性
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棸 引  言
无穷维斎斸旐旈旍旚旓旑算子一般为无界的非自伴

算子棳它具有深刻的力学背景棶关于无穷维
斎斸旐旈旍旚旓旑算子的研究近年来比较活跃椲棻暙椀椵棶无穷
维斎斸旐旈旍旚旓旑算子来源于无穷维 斎斸旐旈旍旚旓旑系统棶
对于无穷维 斎斸旐旈旍旚旓旑系统棳国内外很多学者都
从不同的角度进行了研究棳如 斄旘旑旓旍斾暍斍斿曚旍旀斸旑斾暍
斕斸旞暍斚旍旜斿旘椲椂椵暍钟万勰椲椃椵暍张鸿庆暍郑宇暍周建方等棶
无穷维 斎斸旐旈旍旚旓旑系统研究的是连续统介质棳它
与稳定问题暍动力问题暍弹性理论暍复合材料力学暍
断裂问题等有关棶人们发现物理和力学中的许多
偏微分方程棬组棭都可以化为无穷维 斎斸旐旈旍旚旓旑系
统椲椄暙棻棸椵棶对无穷维 斎斸旐旈旍旚旓旑系统进行变量分离棳
就可以得到无穷维 斎斸旐旈旍旚旓旑算子棳因此研究无
穷维斎斸旐旈旍旚旓旑算子的可逆性就显得非常重要棶

文献椲棾椵给出了非负无穷维 斎斸旐旈旍旚旓旑算子
可逆的充分条件棶本文利用与文献椲棾椵不同的方法
研究更广的一类无穷维 斎斸旐旈旍旚旓旑算子的可逆
性棳在主要结果证明过程中充分利用无穷维
斎斸旐旈旍旚旓旑算子的结构特性棶本文使用的方法对于
与无穷维斎斸旐旈旍旚旓旑算子有关的较复杂问题的研
究具有一定的借鉴意义棶

棻 预备知识
设 是斎旈旍斺斿旘旚空间棳棬 棭表示 中所有稠

定闭线性算子全体构成的线性空间棶若 棻棳 棽 暿
棬 棭棳文中分别用 棬 棻棭暍棬 棻棭暍 棬 棻棭表示
棻的定义域暍值域和零空间椈 棬棽棭 棻旤 棬棽棭表示
线性算子 棬棽棭 棻旤 棬棽棭椇 棬 棽棭暽 棬 棭曻
棬 棽棭棶用 表示 中的单位算子棳在不至于引
起混淆的情况下棳简记为 棶若 是 中的闭子空

间棳则 曂 表示 的正交补空间棶
定义棻 设 是斎旈旍斺斿旘旚空间棳 椇 棬 棭灱

熭 曻 熭 棳 椊
棴 灣

掛
掝梹梹

掤
掫梹梹棳其中 暍暍 均

为 中的稠定闭线性算子棳且 灣 为 的共轭算

子棳暍 均 为 自 伴 算 子棳则 称 为 无 穷 维

斎斸旐旈旍旚旓旑算子棶若 棬 棭椊 暳 棳称 为有界无

穷 斎斸旐旈旍旚旓旑算子棶特别地棳当 椊棸时称 为上

三角型棬有界棭无穷维斎斸旐旈旍旚旓旑算子棶
定义 棽 设 是 斎旈旍斺斿旘旚 空 间棳 椊

棴 灣
掛
掝梹梹

掤
掫梹梹是无穷维斎斸旐旈旍旚旓旑算子棳若 与 还是

非负有界的棳则称 为非负无穷维斎斸旐旈旍旚旓旑算子棶



棽 主要定理及证明
定理棻 设 是 斎旈旍斺斿旘旚空间棳有界无穷维

斎斸旐旈旍旚旓旑算子 椊
棴 灣

掛
掝梹梹

掤
掫梹梹椇 熭 曻 熭

棳棬棭闭棳则 可逆当且仅当

棬旈棭 棬 棭棻闭棳且 旤 棬棭是单射椈
棬旈旈棭 棬 棭曂 旤 棬 灣棭 是满射棳即 棬 棬棭曂

旤 棬 灣棭棭椊 棬 棭曂棶其中 棬 棭棻椊 棬旤 棬棭棭棶
证明 在空间分解

熭 椊 棬棭熭 棬棭曂熭 棬 灣棭熭
棬 灣棭曂曻 熭 椊 棬 棭曂熭 棬 棭 熭
棬棭曂熭 棬棭下棳 可表示为

椊

棸 棸 棻 棽
棻 棽 灣棽 棿
棸 棸 棸 棴 灣棻
棸 棿 棸 棴 灣棽
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棬棻棭

易知 棻椊 棬棭 旤 棬棭棳棻椊 棬棭曂 旤 棬 灣棭棶由
棬棭闭棳知 棿作为 棬棭曂曻 棬棭的线性算子
是可逆的棶

必要性 设 是可逆的棶为证棬旈棭成立棳只需
证明 棻是下有界的棳即对于任意的 暿 棬棭存
在一个常数 椌棸使得 暚 棻 暚 曒 暚 暚棶假设
棻不是下有界的棳由文献椲棻棻椵知棳存在序列楙 楜
灹 棬棭棳暚 暚 椊棻满足

棻 曻棸棳 曻 曓
于是有
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因为 是可逆的棳由上式得 曻棸棳这与假设
暚 暚 椊棻相矛盾棶

假设棬旈旈棭不成立棳则存在一个非零元 暿
棬 棭曂棳使得对于任意的 暿 棬 灣棭棳棻 椊

棬棭曂 旤 棬 灣棭 曎 棳故对于任意的掛掝梹梹
掤
掫梹梹暿 熭

棳得到 掛
掝梹梹
掤
掫梹梹椊 棴 灣
掛
掝梹梹

掤
掫梹梹
掛
掝梹梹
掤
掫梹梹曎 棸
掛
掝梹梹
掤
掫梹梹棳这表明

棬 棭曎 熭 棳这与 可逆相矛盾棶必要性证毕棶
充分性 设条件棬旈棭暍棬旈旈棭成立棶 仍有式棬棻棭

的表示形式棳即

椊
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其中 棻椊 棬 棭 旤 棬棭棳棻椊 棬棭曂 旤 棬 灣棭棳棻
是自伴算子且在条件棬旈棭和棬旈旈棭下 棻暍棿 和棴 灣棻
都可逆棶由于
棬棻棭暽 棬 灣棭椊 棬棻棭曂暽 棬 棭曂椊 楙棸楜

棻也可逆棶
下面首先证明 棬 棭是闭的棳为此只需证明

是下有界的棶假设有 椊 棻棲 棽棳 椊 棻棲 棽棳
棻 暿 棬棭棳棽 暿 棬棭曂棳棻 暿 棬 灣棭棳棽 暿
棬 灣棭曂棳使得当 曻 曓 时棳有
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曻棸

结合 棻暍棿和棴 灣棻 的可逆性知棳当 曻曓时棳
曻棸棳 曻棸棬椊棻棳棽棭棳从而 曻棸棳 曻棸棶故
是下有界的棳于是 棬 棭闭棶另外

灣 椊

棸 灣棻 棸 棸
棸 灣棽 棸 棿
棻 棽 棸 棸
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易知 棬 灣棭椊 楙棸楜棶由于 熭 椊 棬 棭熭
棬 灣棭棳知 棬 棭椊 熭 棳而 棬 棭椊楙棸楜是显
然的棳故 是可逆的棶充分性证毕棶

注棻 若定理棻中的条件成立棳则 棴棻由如下
矩阵表示椇
棴 棴棻棻 灣棽 棴棻棻 棴棻棻 棴棻棻 棴 棴棻棻 棽 棴棻棿

棸 棸棴 棴棻棿 灣棽 棬 灣棻 棭棴棻 棴棻棿
棴棻棿 棸 棴棻棻 棽棬 灣棻 棭棴棻 棸
棸 棸 棴 棴棻棻 棸
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其中

椊 棬棿棲 棽 棴棻棿 灣棽 棴 灣棽 棴棻棻 棽棭棬 灣棻 棭棴棻
注棽 在定理棻的证明过程中充分地利用了

无穷维斎斸旐旈旍旚旓旑算子 对角元之间的关系及

的元素棬算子棭 的自伴性棳这个结果对一般的有
界算 子 矩阵 不 成 立 棬见 例 棽棭棳这 是 无 穷 维
斎斸旐旈旍旚旓旑算子的特殊性所在棶

定理棻的结果可以推广到 为稠定闭线性算

子情形棳即如下的定理棽棶
定理 棽 设 是 斎旈旍斺斿旘旚空间棳无穷维

斎斸旐旈旍旚旓旑 算 子 椊
棴 灣

掛
掝梹梹

掤
掫梹梹椇 棬 棭 熭

棬 灣棭灱 熭 曻 熭 棳若 棬棭闭且
棬棭 旤 棬棭曂 具有有界逆棳则 具有有界逆当且

仅当

棬旈棭曚 棬 棭棻闭棳且 旤 棬棭是单射椈
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棬旈旈棭曚 棬 棭曂 旤 棬 灣棭 是满射棳即 棬 棬棭曂

旤 棬 灣棭棭椊 棬 棭曂棶其中 棬 棭棻椊 棬 旤 棬棭棭棶
推论 棻椲棾椵 设 是 斎旈旍斺斿旘旚空 间棳 椊

棴 灣
掛
掝梹梹

掤
掫梹梹椇 棬 棭熭 棬 灣棭灱 熭 曻 熭

是非负无穷维斎斸旐旈旍旚旓旑算子棳若算子 暍 具有
有界逆棳则 具有有界逆棶

证明 由 具有有界逆棳则 棬棭闭且
棬棭 旤 棬棭曂 具有有界逆棳且 旤 棬棭 是单射棳
棬 棭棻闭椈再由 具有有界逆棳显然有 棬 棭曂

旤 棬 灣棭是满射棳由定理棽知棳 具有有界逆棶证毕棶
推 论 棽 设 是 斎旈旍斺斿旘旚 空 间棳 棸 椊

棸 棴 灣
掛
掝梹梹

掤
掫梹梹椇 棬 棭熭 棬 灣棭灱 熭 曻 熭

是上三角形无穷维斎斸旐旈旍旚旓旑算子棳则 具有有

界逆当且仅当

棬旈棭 棬 灣棭椊 棳
棬旈旈棭 棬 棭曂 旤 棬 灣棭 是满射棳即 棬 棬 棭曂

旤 棬 灣棭棭椊 棬 棭曂棶
证明 棸是定理棽中 当 椊棸的情形棶在

空间分解 熭 椊 熭 棬 灣棭熭 棬 灣棭曂曻
熭 椊 棬 棭曂熭 棬 棭熭 下棳 棸可表示为
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掛

掝
梹梹梹梹

掤

掫
梹梹梹梹

其中 棻椊 棬 棭曂 旤 棬 灣棭棶
类似于定理棻的证明棳可得 棸具有有界逆当

且仅当 棬 灣棭椊 棬 灣棻 棭椊 棳且 棻 是满射棳即
棬 棬 棭曂 旤 棬 灣棭棭椊 棬 棭曂棶证毕棶
棾 算  例

例棻 设 椊 棽椲棸棳棽毿椵棳无穷维斎斸旐旈旍旚旓旑算
子

椊
棴 灣

掛
掝梹梹

掤
掫梹梹椊

斾棽
斾棽

斾棽
斾棽

斾棽
斾棽棲 棴斾棽斾棽

掛

掝

梹梹梹梹

掤

掫

梹梹梹梹
棬 棭椊 棬 棭熭 棬 灣棭椊楙旤 绝对连续棳
暿 棳棬棸棭椊 棬棽毿棭椊棸楜棶

首先棳应用定理棽来验证 的可逆性棶由于

椊 斾棽斾棽棲 棳易知 棬棭闭且 棬棭椊 楙旤 椊

旙旈旑 棳 为任意实数楜棳 棬棭 旤 棬棭曂 具有有界逆椈
椊 斾棽斾棽 在 棬棭上的限制是单射棳且 棬 棭棻闭棶

再者 椊 斾棽斾棽 在 棬 灣棭上显然是可逆的棳故
棬 棭曂 旤 棬 灣棭是满射棳由定理棽知 具有有界

逆棶
下面用定义来判断 的可逆性棶对于任意的

掛
掝梹梹
掤
掫梹梹暿 熭 棳若

掛
掝梹梹
掤
掫梹梹椊

棲
棲 棴

掛
掝梹梹

掤
掫梹梹椊
掛
掝梹梹
掤
掫梹梹炡

棲 椊 棬棽棭
棲 棴 椊 棬棾棭

棬棸棭椊 棬棽毿棭椊 棬棸棭椊 棬棽毿棭椊棸 棬棿棭
由式棬棽棭得棴 椊 棴 棳代入式棬棾棭并结合式棬棿棭
有

棲棻棽 椊 棬 棲 棭棷棽
棬棸棭椊 棬棽毿棭椊棸楙

据常微分方程的有关理论可解得

 椊 棻
棽曇棸旙旈旑 棻

棽棬 棴 棭棬棬棭棲 棬棭棭斾 棴

斻旙斻棬棽毿棭旙旈旑 棽
棽 曇棽毿棸旙旈旑棻棽棬棽毿棴 棭棬棬棭棲

棬棭棭斾
由式棬棽棭棴式棬棾棭得棽 棴 椊 棴 棶由式棬棽棭得
椊曇棸曇棸 棬棭斾斾 棴 棳将 代入到前面的方程中棳
记

棬棭椊 棬棭棴 棬棭棲曇棸曇棸 棬棭斾斾
有

棽 棲棻棽 椊 棬棭棷棽
棬棸棭椊 棬棽毿棭椊棸楙

从而得到

 椊 棻棽曇棸旙旈旑棻棽棬棴 棭棬棭斾 棴

斻旙斻棬棽毿棭旙旈旑 棽
棽 曇棽毿棸旙旈旑棻棽棬棽毿棴 棭棬棭斾

这表明 具有有界逆棶
例 棽 设 椊 棽棳 对 于 任 意 的 椊

棬棻 棽 棾 暛棭暿 棳定义线性算子 暍暍暍
分别为

椊 棬棻 棽棲 棾 棽 棾 暛棭棳
椊 棬棸 棻棲 棾 棽棲 棿 暛棭棳

椊 棬棸 棽棲 棾 棽棲 棾 棿 椀 暛棭棳
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椊 棬棸 棻 棽 棾 棿 暛棭
并记 椊

掛
掝梹梹

掤
掫梹梹棶

易知 棬 棭曎 楙棸楜棳这表明算子矩阵 是不

可逆的棶事实上棳取 棸 椊 棬棸 棻 棸 暛棭棳棸 椊
棬棴棻 棴棻 棸 暛棭棳可有 棸

棸
掛
掝梹梹
掤
掫梹梹椊棸棳故

棸
棸

掛
掝梹梹
掤
掫梹梹暿

棬 棭棶由算子 的定义棳知 灣 椊 棬棻 棽棲
棾 棽棲 棿 椀 椂 暛棭棳对于任意的 椊
棬棻 棽 暛棭棶从而 棬 棭曂椊 棬 灣棭椊 楙 椊
棬棸 棽 棴 棽 棴 棽 棸 暛棭旤 棽 任意楜棳故

棬棭曂 旤 棬 灣棭是满射椈类似地棳也有 旤 棬棭是单
射 棶进 一 步 棳 棬 棭棻椊 楙棬棻  棸  棽  棴 棾
棸暛棭旤 椊棬棻 棽 棾 暛棭暿 楜是 的闭子

空间棳故定理棻中的条件棬旈棭和棬旈旈棭都满足棳但事先
已经说明 是不可逆的棳原因在于 不具有类似

于无穷维斎斸旐旈旍旚旓旑算子的结构特性棶
棿 结  语

本文使用空间分解的方法得到了更广的一类

无穷维 斎斸旐旈旍旚旓旑算子可逆的充分必要条件棳并
且简练地证明了文献椲棾椵中的一个主要结论是本
文定理的推论棶值得一提的是棳在定理的证明过程
中本文充分地利用了无穷维 斎斸旐旈旍旚旓旑算子的结
构特性棶
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