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摘要:为了研究具有非线性干扰项的多时滞Lurie控制系统的稳定性问题,依据Lyapunov
稳定性理论,利用线性矩阵不等式方法,通过一个改进的新积分不等式,给出了一个新的判断

系统稳定的新方法———积分不等式法.该方法不必进行模型变换和交叉项的确定,是判断

Lurie系统时滞相关绝对稳定的充分条件,并以线性矩阵不等式的形式给出.相应的结果可推

广到不确定的系统和间接系统.几个实例证明与现有文献结果相比,具有较小的保守性.
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0 引 言

Lurie系统是一类非常重要的非线性控制系

统,关于Lurie系统有许多有价值的研究[1~6].由
于客观事物的运动规律是复杂多样的,在许多系

统中总是不可避免地存在着时间滞后和不确定性

的现象,而且它们通常是引起系统不稳定的原因.
因此,无论是从理论上还是从实践上,研究时滞

不确定控制系统的稳定性都显得十分重要.文献

[1、2]研究了具有一个时滞的Lurie控制系统的绝

对稳定性的时滞相关判别准则,但得到的时滞界

限较小;文献[3、4]利用Lyapunov泛函方法,给出

了不确定的滞后Lurie控制系统鲁棒绝对稳定的

时滞相关准则;文献[4、5]基于线性矩阵不等式

(LMI)给出了多时滞Lurie控制系统绝对稳定的

充分条件,具有一定的研究价值.而文献[6]进一

步研究了具有时滞的Lurie间接控制系统的绝对

稳定性判据.
本文利用一个新的积分不等式,通过Lyapunov

泛函和线性矩阵不等式,研究时滞Lurie直接控制

系统的绝对稳定性,并且进一步研究更加一般的

一类状态和控制具有不确定性的多时滞Lurie和

多时滞间接Lurie控制系统的绝对稳定性,给出

判断它们绝对稳定性的时滞相关准则.

1 系统描述和引理

考虑下列形式的具有多个非线性项的多时滞

Lurie直接控制系统

Σ0:
x ·(t)=∑

m

i=0
Aix(t-hi)+∑

m

i=0
Bif(σ(t-hi))

σ=cTx,x(t)=ϕ(t); t∈ [-h,0]{
(1)

式中:实向量函数x(t)∈Rn;实矩阵Ai∈Rn×n;c,

Bi∈Rn×m(i=0,1,2,…,m);系统常数时滞hi 满

足h0 =0,0<hi≤h(i=1,2,…,m);ϕ(t)为连

续向量初始函数;f为连续向量函数,且满足

f(σ)∈K[0,k],K[0,k]= {f(σ)|f(0)=0,

0<σf(σ)<kσ2(σ≠0)} (2)
当系统矩阵中包含有不确定项时,不确定的

多时滞Lurie直接控制系统可以描述为

Σ1:

x ·(t)=∑
m

i=0

(Ai+ΔAi(t))x(t-hi)+

∑
m

i=0

(Bi+ΔBi(t))f(σ(t-hi))

σ=cTx,x(t)=ϕ(t); t∈ [-h,0]

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(3)



这里时变参数的不确定项满足ΔAi =LF(t)Ei,

ΔBi =LF(t)Mi,L、Ei、Mi 和F(t)是具有适当维

数的实矩阵(i=0,1,2,…,m),并且 ‖F(t)‖ ≤
1对任意的t∈ [0,h]均成立.

多时滞Lurie间接控制系统可描述为

Σ2:

x ·(t)=∑
m

i=0
Aix(t-hi)+∑

m

i=0
Bif(σ(t-hi))

σ ·=cTx-ρf(σ);

x(t)=ϕ(t),t∈ [-h,0]

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(4)
这里ρ∈Rm×n,f(σ)∈F = {f(σ)|f(0)=0,

0<σf(σ)(σ≠0),f(σ)∈C(-∞,+∞)},其他

条件与系统Σ0 相同.
为了对上面的3个系统进行稳定性研究,首

先给出下面的引理.
引理1 设x(t)为Rn 上具有连续一阶导数

的向量函数,则对任意的矩阵R=RT>0和任意

的h>0,有下列不等式成立:

h∫
0

-h
x ·T(t+s)Rx ·(t+s)ds≥

(xT(t) xT(t-h))
-R R
R -R

æ

è
ç

ö

ø
÷

x(t)

x(t-h)
æ

è
ç

ö

ø
÷

证明 根据文献[7]的结果有

 h∫
0

-h
x ·T(t+s)Rx ·(t+s)ds≥

(∫
0

-h
x ·T(t+s)ds)

T

R(∫
0

-h
x ·T(t+s)ds) ≥

[x(t)-x(t-h)]TR[x(t)-x(t-h)]=

(xT(t) xT(t-h))
R -R

-R R
æ

è
ç

ö

ø
÷

x(t)

x(t-h)
æ

è
ç

ö

ø
÷

故引理1得证.

引理2[8] 若对于给定的矩阵Z(x)=ZT(x)
和适当维数的矩阵H、L,任意F满足FTF≤I,则

Z+HFL+LTFTHT <0成立的充要条件是存在

ε>0,使得Z+εHHT+ε-1LTL<0.
引理3 (S-程序) Fi∈Rn×n,i=0,1,2,…,

p,如果存在实数τi≥0,使得F0-∑
p

i=1
τiFi>0,则

对于任意的ξ∈Rn 满足ξTFiξ≥0,都有ξTF0ξ>
0成立.

为了研究系统Σ0、Σ1、Σ2 在什么条件下零解

是绝对稳定的,考虑如下Lyapunov函数:

V(x(t))=V1(x(t))+V2(x(t))+
V3(x(t))+V4(x(t))

其中

V1 =xT(t)Px(t)

V2 =∑
m

i=1∫
t

t-hi

[xT(s)Qix(s)+

fT(σ(s))Wif(σ(s))]ds

V3 =∑
m

i=1∫
0

-hi∫
t

t+θ
x ·T(s)hiRix ·(s)dsdθ

V4 =2β∫
σ

0
fT(α)dα

2 主要结果

定理1 假设不确定的时滞hi ∈ [0,h],若
存在常数β>0,r≥0和S=diag{s1,s2,…,sm}≥
0,以及正定对称矩阵P、Qi、Ri、Wi(i=1,2,…,

m)和任意适当维数的矩阵N、Hi(i=0,1,2,…,

m),满足下面的矩阵不等式(LMI):

Ω = (Ωi,j)(2m+3)×(2m+3)=

E00+∑
m

i=1

(Qi-Ri) E01+R1 E02+R2 … E0m +Rm

* E11-Q1-R1 E12 … E1m
* * E22-Q2-R2 … E2m
︙ ︙ ︙ ︙

Em0 Em1 Em2 … Emm -Qm -Rm

* * * … *
* * * … *
* * * … *
︙ ︙ ︙ ︙

* * * … *

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç
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P-H0+AT
0NT H0B0+krc H0B1 … H0Bm

-H1+AT
1NT H1B0 H1B1+ks1c … H1Bm

-H2+AT
2NT H2B0 H2B1 … H2Bm

︙ ︙ ︙ ︙

-Hm +AT
mNT HmB0 HmB1 … HmBm +ksmc

-N-NT+∑
m

i=1
h2Ri βc+NB0 NB1 … NBm

* ∑
m

i=1
Wi-2rI 0 … 0

* * -W1-2s1I … 0
︙ ︙ ︙ ︙

* * * … -Wm -2smI

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

<0 (5)

这里Eij =HiAj+AT
iHT

j(0≤i≤j≤m),“*”为
相应矩阵子块的转置,I为合适维数的单位矩阵,
则满足条件(2)的系统Σ0 是绝对稳定的.

证明 对Lyapunov函数中的t求导为

V
 ·(x(t))=V

 ·
1(x(t))+V

 ·
2(x(t))+

V
 ·
3(x(t))+V

 ·
4(x(t))

其中  

V
 ·
1 =xT(t)2Px ·(t)

V
 ·
2 =∑

m

i=1

[xT(t)Qix(t)-xT(t-hi)×

Qix(t-hi)+fT(σ(t))Wif(σ(t))-
fT(σ(t-hi))Wif(σ(t-hi))]

V
 ·
3 =∑

m

i=1
[h2ix ·T(t)Rix ·(t)-

∫
t

t-hi
x ·T(s)hiRix ·(s)ds]

 V
 ·
4 =2βx 

·T(t)cf(σ)
由引理1,则有

 -∫
t

t-hi
x ·T(s)hiRix ·(s)ds≤

xT(t)
xT(t-hi)
æ

è
ç

ö

ø
÷

-Ri Ri

Ri -Ri

æ

è
ç

ö

ø
÷×

(x(t) x(t-hi)) (6)
对于任意适当维数的矩阵H0、Hi(i=1,2,…,m)
和N,同时考虑系统(1),则有

2[xT(t)H0+∑
m

i=1
xT(t-hi)Hi+x ·T(t)N] ×

[∑
m

i=0
Aix(t-hi)+∑

m

i=0
Bif(σ(t-hi))-x ·(t)]=0

(7)

考虑到∑
m

i=1
h2ix ·T(t)Rix ·(t)≤∑

m

i=1
h2x ·T(t)Rix ·(t)

和式(6),并且将式(7)的左面加到V
 ·,则

V
 ·(x(t))≤xT(t)[∑

m

i=1

(Qi-Ri)+H0A0+AT
0HT

0 ]x(t)+2xT(t)[∑
m

i=1

(H0Ai+AT
0HT

i +Ri)x(t-hi)] +

2xT(t)[P-H0+AT
0NT]x ·(t)+2xT(t)H0B0f(σ(t))+2xT(t)[∑

m

i=1
H0Bif(σ(t-hi))] +

∑
m

i=1

[xT(t-hi)(-Qi-Ri+HiAi+AT
iHT

i)x(t-hi)]+

2∑
m

i=1
{∑

m

j=1

[xT(t-hi)(HiAj+AT
iHT

j)x(t-hj)]} +2∑
m

i=1

[xT(t-hi)(-Hi+AT
iNT)]x ·(t)+

2∑
m

i=1

[xT(t-hi)HiB0]f(σ(t))+2∑
m

i=1

[xT(t-hi)(HiBi)f(σ(t-hi))]+

x ·T(t)[∑
m

i=1
h2Ri-N-NT ] x ·(t)+2x ·T(t)(βc+NB0)f(σ(t))+

2x ·T(t)[∑
m

i=1
NBif(σ(t-hi))] +fT(σ(t))[∑

m

i=1
Wi]f(σ(t))-

∑
m

i=1

[fT(σ(t-hi))Wif(σ(t-hi))] (8)
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注意到式(2)等价于下面两式:

fT(σ(t))[f(σ(t))-kcTx(t)]≤0 (9)

fT(σ(t-hi))[f(σ(t-hi))-
kcTx(t-hi)]≤0(i=1,2,…,m) (10)

那么应用S-程序,如果存在r≥0和S=diag{s1,
s2,…,sm}≥0使得

 V
 ·(x(t))-2rfT(σ(t))[f(σ(t))-kcTx(t)]-

2∑
m

i=1
sifT(σ(t-hi))[f(σ(t-hi))-

kcTx(t-hi)]≤ξT(t)Ωξ(t)<0
对所有ξ(t)≠0成立,这里

 ξ(t)= (xT(t) xT(t-h1) … 

xT(t-hm) x ·T(t) fT(σ(t)) 
fT(σ(t-h1)) … fT(σ(t-hm)))T

Ω=(Ωi,j)(2m+3)×(2m+3)<0等价于式(5),则满足条

件(2)的系统(1)是绝对稳定的.
下面研究不确定的多时滞Lurie直接控制系

统Σ1.
定理2 假设不确定的时滞hi ∈ [0,h],若

存在常数β>0,ε>0,r≥0和S=diag{s1,s2,…,
sm}≥0以及正定对称矩阵P、Qi、Ri、Wi(i=1,2,
…,m)和任意适当维数的矩阵 N、H0、Hi、L、Ei、
Mi(i=0,1,2,…,m),满足下面的矩阵不等式

(LMI):

Ω0,0 … Ω0,m Ω0,m+1 Ω0,m+2 … Ω0,2m+2 εET
0 H0L

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

Ωm,0 … Ωm,m Ωm,m+1 Ωm,m+2 … Ωm,2m+2 εET
m HmL

Ωm+1,0 … Ωm+1,m Ωm+1,m+1 Ωm+1,m+2 … Ωm+1,2m+2 0 NL
Ωm+2,0 … Ωm+2,m Ωm+2,m+1 Ωm+2,m+2 … Ωm+2,2m+2 εMT

1 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

Ω2m+2,0 … Ω2m+2,m Ω2m+2,m+1 Ω2m+2,m+2 … Ω2m+2,2m+2 εMT
m 0

εE0 … εEm 0 εM0 … εMm -εI 0
LTHT

0 … LTHT
m LTNT 0 … 0 0 -εI

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

<0 (11)

这里Ωi,j 与定理1中的相同,则满足条件(2)的系

统Σ1 是鲁棒绝对稳定的.
证明 用Ai+LF(t)Ei和Bi+LF(t)Mi分别

代替式(5)中的Ai 和Bi,则对于系统Σ1,式(5)等
价于下面的条件:

Ω+

H0L
︙

HmL
NL
0
︙
0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

F(t)

ET
0

︙

ET
m

0
MT
0

︙

MT
m

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

T

+

ET
0

︙

ET
m

0
MT
0

︙

MT
m

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

FT(t)

H0L
︙

HmL
NL
0
︙
0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

T

<0

(12)
应用引理2,式(12)成立的一个充分条件是存在

一个正数ε>0,使得

Ω+ε-1

H0L
︙

HmL
NL
0
︙
0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

H0L
︙

HmL
NL
0
︙
0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

T

+ε

ET
0

︙

ET
m

0
MT
0

︙

MT
m

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

T ET
0

︙

ET
m

0
MT
0

︙

MT
m

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

<0(13)

根据Schur补引理,本文发现式(13)等价于式

(11),故满足条件(2)的系统(3)是鲁棒绝对稳定

的.证毕.

注1 对于无非线性项的控制系统,即系统

Σ0、Σ1 中的c、Bi(i=0,1,2,…,m)为零矩阵,定

理1与定理2仍然成立,只是将两定理中的线性

矩阵不等式中的c、Bi、Mi(i=0,1,2,…,m)取为

零矩阵而已.

对于多时滞Lurie间接控制系统Σ2,有下面

的结论:

定理3 假设不确定的时滞hi ∈ [0,h],若

存在常数β>0,以及正定对称矩阵P、Qi、Ri、Wi(i

=1,2,…,m)和任意适当维数的矩阵N、Hi(i=

0,1,2,…,m),满足下面的矩阵不等式(LMI):
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Ω0,0 … Ω0,m Ω0,m+1 Ω0,m+2+βc … Ω0,2m+2

︙ ︙ ︙ ︙ ︙
Ωm,0 … Ωm,m Ωm,m+1 Ωm,m+2 … Ωm,2m+2

Ωm+1,0 … Ωm+1,m Ωm+1,m+1 Ωm+1,m+2-βc … Ωm+1,2m+2

Ωm+2,0 … Ωm+2,m Ωm+2,m+1 Ωm+2,m+2-2βρ … Ωm+2,2m+2

︙ ︙ ︙ ︙ ︙
Ω2m+2,0 … Ω2m+2,m Ω2m+2,m+1 Ω2m+2,m+2 … Ω2m+2,2m+2

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

<0 (14)

这里Ωi,j 与定理1中的定义相同,不过取其中的r
=0和S=diag{s1,s2,…,sm}=0,则系统Σ2是绝

对稳定的.
证明采取与定理1相类似的方法,Lyapunov

函数的取法也相同.证明略.
注2 文献[6]中,条件(2)表示为

f(σ)∈F={f(σ)|f(0)=0,0<σf(σ)(σ
≠0),且f(σ)∈C(-∞,+∞)}
对于满足此条件的间接Lurie控制系统Σ2,在证

明的过程中不考虑式(9)、(10),即得到定理3,本
文的条件与文献[6]相同.

注3 对于多时滞的不确定的间接Lurie控

制系统,应用类似于定理2的证明方法,在定理3
的基础上很容易进行证明.

注4 本文的所有结论均可相应地推广到导

数存在的时变时滞系统.

3 算  例

例1 考虑不确定的时滞Lurie直接控制系

统Σ1:取n=2,m =1,其中

A0 =
-2 0
0 -1

æ

è
ç

ö

ø
÷,A1 =

-1 0
-1 -1

æ

è
ç

ö

ø
÷,

B1 =
-0.2
-0.3

æ

è
ç

ö

ø
÷,c=

0.6
0.8

æ

è
ç

ö

ø
÷,

E0 =E1 =
0.3 0
0 0.2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

M0 =M1 =B0 =0,

L=
1 0
0 1

æ

è
ç

ö

ø
÷,f(·)∈K[0,0.5]

根据定理2同时利用文献[7]中的线性矩阵

不等式工具箱解线性矩阵不等式,取任意定常时

滞满足0≤h≤2.0109时,系统是绝对稳定的.
而文献[2、4]中的结果分别为0≤h≤0.1250和

0≤h≤0.3374.这说明本文所得的结果大大优

于已有的结果,具有较小的保守性.并且当k分别

取1.0、0.5、0.2时,该系统稳定的最大时滞界限

分别为1.4960、2.0109、2.7038,说明随着有限

扇形角的增大,保证系统绝对稳定的时滞界限逐

渐减小.此实例说明本文方法的有效性以及扇形

区域和最大时滞界限之间的相互关系.
例2 考虑不确定的时滞控制系统

x ·(t)= [A0+LF(t)E0]x(t)+
[A1+LF(t)E1]x(t-h)

其中  

A0 =
-2 0
1 -3

æ

è
ç

ö

ø
÷,A1 =

-1.0 0
-0.8 -1.0

æ

è
ç

ö

ø
÷,

L=0.2I,E0 =E1 =I
利用定理2得到的保证系统鲁棒稳定的最大

时滞h=0.6909,与其他文献的结果比较列于表

1,可以看出本文的结果具有更好的有效性和更少

的保守性.

表1 最大允许滞后时间

Tab.1 Allowablemaximumtime-delay
文献 最大时滞

[9] 0.3570
[10] 0.5351
[11] 0.6811
[12] 0.6891
本文 0.6909

例3 考虑多时滞的间接Lurie控制系统Σ2:
取n=2,m =1,其中

A0 =
-0.6 0
0 -0.8

æ

è
ç

ö

ø
÷,

A1 =
-0.2 0
0 -0.2

æ

è
ç

ö

ø
÷,B0 =

0.4
0.6

æ

è
ç

ö

ø
÷,

c=
1.0
1.2

æ

è
ç

ö

ø
÷,B1 =0,ρ=1.3.

利用定理3得到的最大时滞界限h=5.4964,
利用 Matlab中解线性矩阵不等式工具箱,此时式

(14)的解为

β=0.0051,

P=
2.7404 -2.0003

-2.0003 1.5099
æ

è
ç

ö

ø
÷,

Q=
0.6176 -0.5341

-0.5341 0.4648
æ

è
ç

ö

ø
÷,

R=
0.0752 -0.0413

-0.0413 0.0227
æ

è
ç

ö

ø
÷,
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H0 =
1.4355 -0.9677

-1.2499 0.8564
æ

è
ç

ö

ø
÷,

H1 =
-0.3940 0.2569
0.2777 -0.1846

æ

è
ç

ö

ø
÷,

N =
2.2562 -1.7219

-1.2568 1.0217
æ

è
ç

ö

ø
÷

文献[6]中,得到的最大时滞界限为h =
2.50,而利用本文的定理3得到的最大时滞界限

比文献[6]的时滞界限提高了1倍多.很明显,本
文的结果不但易于计算,且具有更低的保守性.

4 结 论

利用矩阵不等式的方法,根据一个新的积分

不等式,分别讨论了具有多时滞的Lurie直接、不
确定及间接系统的绝对稳定性,给出了系统绝对

稳定的时滞相关准则,通过例子表明本文所给的

条件不仅便于应用而且具有较小的保守性.
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Delay-dependentabsolutestabilityof
nonlinearLuriecontrolsystemswithmultipletime-delays

ZHAO Zheng-rong*1,2, WANG Wei1, YANG Bin1

(1.DepartmentofAutomation,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China;

2.InformationalCollege,DalianPolytechnicUniversity,Dalian116034,China)

Abstract:ThestabilityofLurietypecontrolsystemswith multipletime-delaysandnonlinearitiesis
considered.BasedontheLyapunovstabilitytheory,usinganimprovednewintegralinequalityandthe
methodoflinearmatrixinequality,arefinedmethodcalledtheintegralinequalityapproachispresented.
Neithermodeltransformationnorboundingtechniqueforcrosstermsisinvolved,andasufficientconditionfor
theabsolutestabilityofLuriesystemisderivedandexpressedintheformoflinearmatrixinequality.The
criterionisalsoextendedtosystemswithuncertaintiesandindirection.Examplesaregiventoillustratethat
theproposedcriteriaarelessconservativethanotherexistingones.

Keywords:Luriecontrolsystemwithmultipletime-delays;absolutestability;time-delay-dependent;
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