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由纯跳Lévy白噪声驱动的随机薛定谔方程

冯 敬 海*, 王  岩, 冯 恩 民

(大连理工大学 应用数学系,辽宁 大连 116024)

摘要:给出了由纯跳Lévy白噪声驱动的随机薛定谔方程的白噪声解法.方程的位势由纯跳

Lévy白噪声过程的 Wick幂来表示,在实际应用中代表随机因素是跳跃的物理系统.此方法

将(S)-1分布空间的特征定理作为理论基础,利用 Hermite变换将随机薛定谔方程转化为非

随机的普通方程,在Feynmann-Kac公式的帮助下,得到这个非随机方程的解,最后使用

Hermite反变换将此解转换为分布空间的一个(S)-1过程,这个过程即为原随机薛定谔方程

的解.进一步可以得到:经过一定条件的限制,这个解在弱分布的意义下,属于L1(υ)空间.
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0 引 言

白噪声分析是 Hida首先提出的无穷维随机

分析,在文献[1]中,Hida具体讨论了Gauss情况

的白噪声,而后被许多研究者推广到非Gauss情

况的分析[2、3].随着白噪声分析在随机偏微分方

程上的应用,这一理论体系也得到了系统的完善

和发展:其主要理论工具是 Wiener-Itô混沌分

解;主要思想是利用 Hermite变换将随机微分方

程转化为非随机的微分方程;理论依据是随机分

布空间的特征定理.文献[4]比较完整地讨论了包

括随机薛定谔方程在内的,由Gauss白噪声驱动

的随机偏微分方程.在文献[4]的基础上,Lϕkka
等[5]给出了纯跳Lévy白噪声的理论框架,并研

究纯跳 Lévy白噪声所驱动的随机微分方程;

Proske[6]讨论了由纯跳Lévy白噪声驱动的随机

输运方程.
薛定谔方程是物理中表示量子力学行为的基

础性方程,也被称之为薛定谔波动方程;是反映一

个物理系统的波函数怎样随着时间进化发展的偏

微分方程;是原子物理学中处理一切非相对论问

题的有力工具,在原子、分子、固体物理、核物理、

化学等领域中被广泛应用.
文献[4、7]对薛定谔方程在位势连续的情况,

即位势表示为 Gauss白噪声过程时,进行了研

究.本文基于文献[5],针对位势不连续,或者说跳

跃的情况,在纯跳Lévy白噪声的框架下,讨论位

势表示为纯跳Lévy白噪声过程的情况.这样,其

一,将文献[4、7]的方程推广到文献[5]所建立的

纯跳Lévy白噪声的框架下;其二,由于Gauss白

噪声过程和纯跳Lévy白噪声过程分别代表连续

和跳跃相奇异的情况,本文所讨论的方程与原方

程相比,代表有着跳跃因素的物理系统,有着迥异

的现实刻画意义;最后,随机薛定谔方程常用来作

为讨论边界值问题的特例,本文要通过此方程探

讨由纯跳Lévy白噪声驱动的随机边界值问题的

白噪声解法.

1 纯跳Lévy白噪声分析框架

1.1 Lévy过程

Lévy过程η(t)为取值于R+ 上的稳定的独立

增量过程,它的初始值是0,即η(0)=0.η(t)的特



征函数由Lévy-Khintchine公式给出:

Eexp(iλη(t))=exp(-tΨ(λ));λ∈R (1)

 Ψ(λ)=iaλ+12σλ+

∫R0

(1-eiλy +iλyχ{|y|<1})ν(dy)

其中常数a∈R,σ≥0,ν是R0∶=R-{0}上的测

度,它满足∫R0
1∧y2ν(dy)< ∞,被称为Lévy测

度.根据Lévy-Khintchine公式,η(t)有如下分解:

 η(t)=at+σB(t)+∫
t

0∫R0
yχ{|y|<1}N

(ds,dy)+

∫
t

0∫R0
yχ{|y|≥1}N(ds,dy) (2)

其中 B(t)为 布 朗 运 动,N(ds,dy)为 η(t)的

Poisson随 机 测 度,N
(ds,dy)= N(ds,dy)-

ν(dy)ds为η(t)的补偿Poisson随机测度.
定义1 若η(t)的形式为

η(t)=∫
t

0∫R0
yN
(ds,dy) (3)

则称η(t)为纯跳Lévy过程,此时η(t)为平方可积

的纯跳Lévy鞅.

1.2 纯跳Lévy白噪声

令S(Rd)为Rd 上的C∞ 全体速降函数所组成

的空间,S'(Rd)为S(Rd)的对偶空间.由于Lévy
测度在零点处有一个奇异点,S(Rd)并不适合处

理Lévy过程,需要构造一个新的空间S
(X),它是

S(Rd+1)的子空间,其中X =Rd ×R0.

S(X)∶= {φ∈S(Rd+1):φ(z1,…,zd,0)=

∂
∂zd+1

φ
æ

è
ç

ö

ø
÷(z1,…,zd,0)=0} (4)

令π=λ×d×ν为Rd×R0上的测度,这里λ×d 是Rd

上的Lebesgue测度,ν是R0 上的Lévy测度,定义

S(X)的闭理想为

Nπ∶={ϕ∈S(X):‖ϕ‖L2(π)=0} (5)

那么,空间S
(X)为一个商环

S
(X)=S(X)/Nπ (6)

在如下定义的相容范数族下:

‖ϕ̂‖p,π∶=inf
φ∈Nπ
‖ϕ+φ‖p, p∈N (7)

S
(X)是可数Hilbert核代数.令S


'(X)为S

(X)的

对偶空间,由Bochner-Minlos定理可知,在Borel

集B(S

'(X))上,存在着惟一的概率测度υ,满足

∫S'(X)e
i<ω,ϕ>dυ=exp∫X

(eiϕ -1)dπ( ) (8)

其中ω∈S

'(X),ϕ∈S

(X),<ω,ϕ>=ω(ϕ)为

S

'(X)对S

(X)的作用.

定义2 定义(S

'(X),B(S


'(X)),υ)为纯

跳Lévy白噪声空间;定义υ为纯跳Lévy白噪声测

度.
下面将介绍的两族正交多项式,对于得到

L2(υ)空间上的正交基是非常必要的.
设J=(NN

0)为有着紧支撑的参数列α=(α1,

α2,…)的集合,其中αi ∈ N0.对于α∈J,令

index(α)=max{i:αi≠0},|α|表示非0的αi 的

个数.可以通过双射h:Nd→N,得到L2(λ×d)的正

交基{ζk}k≥1:若k=h(i1,…,id),ij ∈N,{ξk}k≥1
为Hermite函数.那么{ζk}k≥1 可以表示为ζk(x1,

…,xd)= (ξi1
(x1),…,ξid

(xd)),当 d =0,令

{πj}j≥0 ∈S(X)为L2(ν)的正交基.
利用双射

κ:N×N→N;(i,j)|→j+
(i+j-2)(i+j-1)

2
(9)

若k=κ(i,j),i,j∈N,定义δk 为

δk(x,y)=ζi(x)πj(y) (10)

对于α∈J,如果index(α)=j且|α|=m,

δ�̂� α 可以看做是δk 的对称张量积.令

Kα(ω)= <C|α|(ω),δ�̂� α> (11)

这里Cn(ω)是广义Charlier多项式.
由以上的结论,可以得到L2(υ)上的正交基

{Kα}α∈J.
定理1 {Kγ(ω)}γ∈J 构成了L2(υ)上的正

交基,即若f∈L2(υ),则有

f(ω)=∑
γ∈J

CγKγ(ω) (12)

其中Cγ ∈R.而且 ‖f‖2L2(υ)=∑
γ∈J

C2
γγ!.

为了研究随机薛定谔方程的解的存在空间,

下面定义几个空间.
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定义3 对于ρ∈ [-1,1],q∈Z,

定义 Kondratiev范数:当F =∑
γ∈J

CγKγ(ω)

时,‖F‖2ρ,q =∑
γ∈J

Cγ
2(γ!)1+ρ(2N)qγ;

定 义 Kondratiev Hilbert空 间:(S)ρ,q =
{F;‖F‖ρ,q < ∞};

定义 Kondratiev检 验 函 数 空 间:(S)ρ =

∩
q∈N
(S)ρ,q,并在其上配备投影极限拓扑;

定 义 Kondratiev 分 布 空 间: (S)-ρ =

∪
q∈N
(S)-ρ,q,并在其上配备归纳极限拓扑;

定义Hida检验函数空间:(S)= (S)0;

定义Hida分布空间:(S)* = (S)-0.
可以将(S)-ρ 看做是(S)ρ 的对偶空间,这是

通过如下作用实现的:

<F,f>=∑
γ∈J

bγcγγ!

此处F=∑
γ∈J

bγKγ∈(S)-ρ,f=∑
γ∈J

cγKγ∈(S)ρ.

当0≤ρ≤1时,存在着如下的包含关系链:

(S)1 ⊂ (S)ρ ⊂ (S)0 ⊂L2(υ)⊂ (S)-0 ⊂
(S)-ρ⊂ (S)-1

若选择L2(ν)的基(πj)j≥1满足π1(y)=y,而

且m=‖y‖2L2(ν),可以将Lévy过程η(x)表示为

 η(x)=∑
k≥1

m∫
xd

0
…∫

x1

0
ζk(x1,…,

xd)dx1…dxdKεκ(k,1) (13)

定义εl∈J(l≥1)为

εl(j)=
1;j=l

0; 其他{
定义4 定义纯跳Lévy白噪声为

η ·(x,ω)=m∑
∞

k=1
ζk(x)Kεκ(k,1)(ω),m = ‖y‖2L2(ν)

(14)

这是η(x)在Hida分布空间的弱导数,即

η ·(x,ω)=
∂d

∂x1…∂xd
η(x)

引理1 对所有的ϕ ∈S(X),存在着

S'(X)中的元素,表示为1ν ·,满足

<1ν ·,ϕ>=∫X
ϕ(y)π(dy)

其中<1ν ·,ϕ>=1ν ·(ϕ)表示1ν ·在ϕ上的

作用.ν ·表示ν的广义Radon-Nikodym导数.
定义5 定义纯跳Lévy白噪声过程为

 η ·ϕ(x,ω)=∫Rd
ϕx(u)dη(u)=

<ω-1ν ·,ϕ(u-x)y> (15)

其中η(u)为η(u)的cdlg版本:

η(x)=∫X
χ[0,x1]×…×[0,xd]yN

(dx,dy);

x∈ (x1,…,xd)∈Rd

这里,当xi<0时,[0,xi]可以理解为[xi,0].
定义6

f(ω)=∑
γ∈J

aγKγ(ω)∈ (S)-1

g(ω)=∑
δ∈J

bδKδ(ω)∈ (S)-1

则f和g 的 Wick乘积定义为

f ◇g=∑
γ,δ

aγbδKγ+δ(ω) (16)

Wick乘积是与Itô-Skorohod积分紧密联系

的,原因在于:若Y(t)=Y(t,ω)为Skorohod可积

的,则有

∫
T

0
Y(t)δη(t)=∫

T

0
(Y(t)◇η ·(t,ω))dt (17)

等式的右边是在(S)-0 上的Bochner积分,等式的

左边是对Y(t,ω)的积分.而且,如果Y(t,ω)是适

应的,则有下面等式成立:

∫
T

0
Y(t)δη(t)=∫

T

0
Y(t)dη(t) (18)

定义7 定义 Wick指数为

exp◇(F)=∑
n≥0

1
n!F

◇n (19)

其中F的n次 Wick幂表示为F◇n=F ◇F ◇… ◇F.
定理2 Wick乘积运算满足封闭性:

F,G∈ (S)-1⇒F ◇G∈ (S)-1 (20)

f,g∈ (S)1⇒f ◇g∈ (S)1 (21)

定义8 F(ω)=∑
γ∈J

CγKγ(ω)∈(S)-1 的

Hermite变换定义为函数 HF:CN
0 →C,满足下面

的关系:

F
(z)∶=HF(z)∶=∑

γ
Cγzγ (22)

这里

z= (z1,z2,…)∈CN
0,

zγ =zα11zα22 …,γ= (α1,α2,…)
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Hermite变换之所以在白噪声分析的应用中

起到了重要作用,在于它其中一个漂亮的性质:

Hermite变换可以将 Wick乘积变换为普通乘积.
如果g在H(F)(0)处,有实系数的Taylor展开,

则存在着惟一的Y ∈ (S)-1 使得

H(Y)(z)= (gH(F))(z) (23)

命题1 若F,G∈ (S)-1,则有

H(F ◇G)(z)=H(F)(z)·H(G)(z) (24)

对所有的z成立,使得H(F)(z)和H(G)(z)存在.
定义9 对于0<R,q< ∞,CN 的无限维

邻域Kq(R)定义为

Kq(R)= {(ξ1,ξ2,…)∈CN:∑
α≠0

|ξα|2(2N)qα<R2}

(25)

下面介绍本文最重要的(S)-1 特征定理.

定理3 (1)如果F=∑
γ∈J

CγKγ∈(S)-1,

则存在着q,Mq<∞,使得对所有的z∈(CN)c,下

面的不等式成立:

|HF(z)|≤∑
γ∈J

|cγ||zγ|≤

Mq ∑
γ∈J

(2N)qγ|zγ|2( )
1/2 (26)

特别地,对于所有的R<∞,HF在Kq(R)上

为有界解析函数.

(2)反之,假设g(z)=∑
γ∈J

bγzγ 为z∈(CN)c

的级数,满足:存在着q<∞,R>0,且g(z)为绝

对收敛并且在Kq(R)上有界,那么存在着惟一的

G∈ (S)-1 使得HG=g,即G 具有如下的形式:

G=∑
γ∈J

bγKγ

2 随机薛定谔方程的白噪声解法

随机薛定谔方程形如

1
2ΔU+V(x)◇U(x)=-f(x); x∈D

U(x)=0; x∈∂D

ì

î

í

ïï

ïï

(27)

其中D 为 Rd 上的有界区域,V(x)、f(x)为随机

分布过程.称V(x)为位势.
在本文中,考虑如下形式的随机薛定谔方程:

1
2ΔU

(x)+ρexp
◇[η ·(x)]◇U(x)=-f(x);

 x∈D
U(x)=0; x∈∂D

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(28)

其中f(x)为给定的随机分布过程,ρexp
◇[η ·(x)]

是位势,η ·(x)为纯跳Lévy白噪声,exp◇[η ·(x)]
为 Wick指数.

在解此方程之前,先做一些假设:令{bt}t≥0

为Rd 上的辅助布朗运动;Êx 表示起始于x 的、在

概率测度p̂x 下的期望.
定义10 {bt}t≥0 的首次退出时定义为

τD =inf{t≥0,bt∉D} (29)

令λ0 表 示 使 下 面 边 界 值 问 题 有 有 界 解 U ∈
C2(D)的最小λ:

-12ΔU
(x)=λU(x); x∈D

U(x)=0; x∈∂RD

ì

î

í

ïï

ïï
(30)

其中∂RD 为D 的正则边界,根据已知结论,则λ0
与τD 有如下的关系:

命题2 对所有的x∈D,有

λ0 =sup{ρ∈R;Êx[exp[ρτD]]< ∞}(31)

引理2[6] 令G 为一个R+×Rd 上的有界

开子集.设过程U:G→(S)-1,满足H(U)=u.令

U 和其偏导数∂U
∂t
,∂U
∂xj

æ

è
ç

ö

ø
÷

j=1,…,d
,∂

2U
∂xj

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

j=1,…,d
在

G×Kq(R)上有界;对所有的z∈Kq(R),U 和其

偏导数关于(t,x)∈G连续,对所有的(t,x)∈G,

q< ∞,R>0,U 和其偏导数在z∈Kq(R)上为

解析的.则在Kq(R)上有

H∂U∂t
æ

è
ç

ö

ø
÷=∂u∂t

;H(ΔU)=Δu;H(∇U)= ∇u

定理4 令f(x)为(S)-1过程,满足条件:

f
(x,z)对于某个q1,R1,在(x,z)∈D×Kq1

(R1)

上为有界的.令D 为Rd 的有界区域,而且其所有

的点在D 中为经典Dirichlet问题规则的.令ρ<
λ0 为常数,则存在着惟一的(S)-1 过程解U(x),
满足随机薛定谔方程(28):

 U(x)=Êx [∫
τD

0
exp◇[ρexp

◇(η ·(bs))ds]◇

f(bt)dt] (32)
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证明 首先,利用Hermite变换得到方程

1
2Δu

(x,z)+ρexp[η ·

(x)(z)]·u(x,z)=

 -f
(x); x∈D

u(x,z)=0; x∈∂D

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(33)

解方程(33),利用Feynmann-Kac公式,得到

 u(x,z)=Êx [∫
τD

0
exp[ρexp(η ·


(bs,z))ds]×

f
(bt,z)dt] (34)

接下来证明u(x,z)的有界性:对z∈Kq(R)

|η ·

(bs,z)|2 =

m ∑
∞

j=1
ζj(bs)zκ(j,1)

2

≤

msup
j,x

|ζj(x)|2 ∑
∞

j=1
|zκ(j,1)|( )

2
≤

msup
j,x

|ζj(x)|2∑
∞

j=1
|zκ(j,1)|2×

(2N)qεκ(j,1)∑
∞

j=1

(2N)-qεκ(j,1)≤

msup
j,x

|ζj(x)|2R2∑
∞

j=1

(2κ(j,1))-q∶=

C(q,R)2 < ∞ (35)

 |u(x,z)|≤

MÊx [∫
τD

0
exp[ρ∫

t

0
exp[C(q,z)]ds]dt] =

MÊx [∫
τD

0
exp[ρexp[C(q,z)]t]dt] ≤

M
ρexp[C(q,R)]

Êx [exp[ρexp[C(q,R)]τ]]
(36)

 M =sup{|f
(x,z)|;(x,z)∈D×Kq1

(R1)}

选取q2,R2,ε>0,使得ρeC(q2,R2)<(1-ε)λ0,

则对于q≥max(q1,q2),R≤min(R1,R2),(x,z)

∈D×Kq(R)

 |u(x,z)|≤ M
ρexp[C(q,R)]

Êx[exp[(1-

ε)λ0τ]]< ∞ (37)

下面验证U(x):由u(x,z)在z∈ (CN)c∩

Kq(R)上为解析的,则根据引理2,存在着U(x)

∈ (S)-1,使得H(U)=u.

对式(34)利用Hermite反变换和(S)-1 特征

定理,可得

U(x)=Êx [∫
τD

0
exp◇[ρexp

◇(η ·(bs))ds]◇f(bt)dt]
(38)

接下来的引理给出:在一定的特定条件下,将

η(x)表示成ηϕ(x)后,方程(34)的解在“弱”的意

义下,可以存在于L1(υ)中,其具体证明过程是文

献[4]中定理4.4.2的平行推广,不在本文中具体

给出.
引理3 使D 为Rd 上的有界区域,且∂D

=∂R(D),设:f(x)为确定的,且在D 中有界;ρ<

λ0.对x∈D 和ϕ∈S(Rd),定义

U(x)=U(ϕ,x,ω)=

Êx [∫
τD

0
exp◇ [ρ∫

t

0
exp◇[ηϕ(bs)]ds]f(bt)dt]

(39)

那么,(1)U(x)∈L1(υ),x→U(x)∈L1(υ)对x

∈D 为连续的.
(2)U(x)在弱分布的意义下,对x∈D,满足

随机薛定谔方程:

1
2ΔU

(x)+ρexp
◇[η ·ϕ(x)]◇U(x)=-f(x);

 x∈D

U(x)=0; x∈∂D

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(40)

即存在着Ωϕ⊂S'(Rd),υ(Ωϕ)=1,对ω∈Ωϕ,ψ∈

C∞
0 (D)使得

1
2
(U,Δψ)+ρ(exp

◇[η ·ϕ]◇U,ψ)=-(f,ψ)

(41)

其中(·,·)表示L2(Rd)上的内积.

3 结 语

本文最终所得到的随机薛定谔方程的解是分

布空间(S)-1 上的一个过程.从形式上可以看到,

这个解包含了(S)-1 空间上特有的结构,如 Wick
乘积、Lévy白噪声过程等.应用白噪声分析的方

法解随机薛定谔方程在文献[4]中有所讨论.所

不同的是:文献[4]中讨论方程的随机项是由

Gauss白噪声过程的 Wick幂驱动的,即方程(27)
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中的V(x)=ρexp
◇[Wϕ(x)],这表示物理系统中

的随机因素是连续的.本文所得到的解和文献[4]

中的解具有相似的形式,但在具体意义上有很大

的区别.文献[4]中的解存在于Gauss分布函数空

间,在弱分布的意义下,属于L1(μ),μ为Gauss白

噪声测度.本文中的解(38)存在于纯跳Lévy分布

函数空间,在弱分布的意义下,属于L1(υ),υ为纯

跳Lévy白噪声测度.
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StochasticSchrödingerequationdrivenbypurejumpLévywhitenoise

FENG Jing-hai*, WANG Yan, FENG En-min

(DepartmentofAppliedMathematics,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:ThewhitenoiseapproachforstochasticSchrödingerequation(SSE)drivenbypurejump
Lévywhitenoiseispresented.ThepotentialoftheSSEisproportionaltotheWickexponentialof
purejumpLévywhitenoise,whichdescribesthephysicalsystem withjump.Thewhitenoise
approachisbasedon (S)-1-characterizationtheorem.TheSSEisfirstlyreducedtotheordinary
non-random Schrödinger equation (OSE)by Hermite transform, which can be solved by
Feynmann-Kacformula.ThenthesolutionoftheSSEisobtainedby(S)-1-characterizationtheorem,

convertingthesolutionoftheOSEtoa(S)-1-process.Furthermore,thesolutionisinL1(υ)insense
ofweakdistributionundersomecertainconditions.

Keywords:purejumpLévywhitenoise;Wickproduct;Hermitetransform;stochasticSchrödinger
equation
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