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三维类桁架材料结构弹塑性分析

牛  斌, 阎  军*, 程 耿 东

(大连理工大学 工业装备结构分析国家重点实验室,辽宁 大连 116024)

摘要:由在空间周期性排布的三维类桁架材料组成的结构弹塑性分析可知,如果按空间桁

架计算,由于构件数量巨大,需要的计算规模和计算时间惊人,甚至不可行.为此采用数值均

匀化方法对三维类桁架材料构成的结构进行等效弹塑性分析,并和离散建模的空间桁架计算

结果进行对比,计算结果表明等效分析可以大大节省计算时间,缩小计算规模,为类桁架材料

复杂结构的计算和优化提供了一种可能.算例说明该方法不依赖于网格,可以应用于不同加

载路径.最后给出了半圆柱形结构的等效分析,说明了方法的适用性.
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0 引 言

近年来,对具有轻质和多功能等优势的多孔

固体材料研究和应用渐增[1].多孔材料按其微结

构规则程度可分为无序泡沫化材料和有序点阵类

材料两大类.由于泡沫化材料较差的力学性能,近

年来对周期性微单胞材料,特别是类桁架材料研

究较多.类桁架材料,杆件以拉压为主,材料的比

强度和比刚度高,更有实际应用意义.
三维类桁架材料的代表性研究工作如下:

Wallach等[2]对比了这类材料的杆模型和梁模

型,误差仅有1.4%;文献[3]研究了类桁架材料

杆件缺失对弹性模量和拉伸强度等力学性能的影

响,得到桁架材料比蜂窝和泡沫材料对缺陷较不

敏感的结论;Deshpande等[4]通过数值和解析方

法研究了八面体桁架单胞的等效弹性性能,以及

屈服和弹性屈曲破坏面.
这些三维类桁架材料等效模量和屈服面等的

研究很重要,但是三维金属类桁架材料用于现代

航空航天及工业设计时,面临的载荷环境多种多

样,材料构件很可能进入塑性,由于这类三维结构

中的微构件数量巨大,如果按每根构件计算,计算

规模和时间都很大,甚至不可行.因此研究三维类

桁架材料结构的弹塑性高效计算方法很有实际意

义.
基于数学均匀化的弹塑性分析已有许多工

作[5、6].Terada等[7]指出了此类方法求解非线性

问题的不足,给出了能够处理更一般非线性问题

的数值均匀化算法.刘岭等[8]基于数值均匀化方

法,给出了类桁架材料结构的宏微观两级弹塑性

计算格式,对二维类桁架材料结构进行了等效弹

塑性分析.
本文基于Terada等[7]的数值均匀化方法,将

刘岭等[8]提出的计算方法推广至由三维类桁架材

料组成的结构的弹塑性分析,考虑不同加载路径,

将典型的类桁架材料组成的三维块体结构等效弹

塑性计算和相应块体结构按空间桁架进行完全弹

塑性计算进行对比.最后,计算一个半圆柱体结构

以说明本文方法的有效性.



1 基于数值均匀化方法的类桁架材

料弹塑性分析方法

对于图1所示由具有周期性微结构的材料组

成的结构,基于数值均匀化的弹塑性求解方法将原

问题分解为宏观尺度和微观尺度两级,宏观尺度计

算等效连续体结构,微观尺度计算材料代表体元,

参考系分别为x1-x2-x3、y1-y2-y3
[7、8].

图1 非均质材料组成的结构

Fig.1 Structurewithheterogeneousmaterial

这两级之间通过定义宏观应力Σ和宏观应变

E分别为微观应力σ 和微观应变ε在代表体元上

的体积平均来建立联系:

Σ= 1
|Y|∫Y

σdy, E= 1
|Y|∫Y

εdy (1)

这里Y 指微观计算的代表体元域,|Y|表示代表

体元体积.注意式(1)体现了数值均匀化区别于

数学均匀化将物理量作小参数展开来建立宏微观

联系的做法.下面扼要给出求解格式,特别注重三

维和二维问题不同之处.
(1)宏观尺度

宏观尺度上材料被等效为连续介质,计算的

是一个等效非均质连续体在约束和载荷作用下的

非线性弹性问题,采用连续体数值方法求解.由于

弹塑性分析的特点,材料宏观等效模量D,也就是

宏观应力Σ和宏观应变E 之间的关系,需要通过

对于分析点(有限元计算中取为宏观单元的高斯

点)处的单胞微观计算求解得到,而且计算中材

料等效模量D 是随着迭代需要不断更新的.宏观

分析传递给微观分析的信息是分析点的当前宏观

应变E.
(2)微观尺度

在每一个分析点处,求解在周期性边界条件

及给定的宏观应变Ei 下,单胞强制协同变形放松

过程中的弹塑性问题,这是一个迭代的过程.微观

分析传递给宏观分析的信息是分析点处的当前宏

观应力Σ和均匀化得到的当前材料等效模量D.
三维问题中杆轴向应力应变向三维总体坐标

系转换关系为

(σk 0 0 0 0 0)T =Pk·σk (2)

(εk 0 0 0 0 0)T =Qk·εk (3)

其中σk、εk 分别表示参考系y1-y2-y3 下微观应力

和应变,σk、εk 分别表示杆件轴向应力和应变,

•k(k=1,…,N)对应第k杆件的物理量,N为单

胞中杆件数.σk、εk 的具体形式可由下面两式得

到:

 σk =σxc2+σys2+σzg2+2σyzsg+
2σxzcg+2σxycs (4)

 εk =εxc2+εys2+εzg2+γyzsg+

γxzcg+γxycs (5)

同时可以得到坐标系y1-y2-y3 下的应变位

移转化矩阵

bk = 1
Lk

-c3 -c2s -c2g c3 c2s c2g

-s2c -s3 -s2g s2c s3 s2g

-g2c -g2s -g3 g2c g2s g3

-2csg -2s2g -2sg2 2csg 2s2g 2sg2

-2c2g -2csg -2cg2 2c2g 2csg 2cg2

-2c2s -2cs2 -2csg 2c2s 2cs2 2csg
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è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

(6)

Lk 是杆件长度;c=cosθ,s=cosβ,g=cosγ,

其中θ、β、γ是杆件k 和坐标系y1-y2-y3 轴的夹

角.
微观计算时需要迭代,以实现微观结构的应

力自平衡.应力自平衡可表示为

∑
k=1,…,N

bT
k·σi

k =0 (7)

将式(7)Taylor展开并考虑坐标转换式(2)和(3)

可以得到

∑
k
bT

k·di,j
k ·bk·Δui,j

k =-∑
k
bT

k·σi,j
k (8)
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di,j
k =∂σ

i,j
k

∂εi,j
k

=

μi,j
k ·

c4 c2s2 c2g2 c2sg c3g c3s

c2s2 s4 s2g2 s3g cs2g cs3

c2g2 s2g2 g4 g3s g3c g2cs
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(9)

给定宏观应变Ei下第j步微观迭代所对应的

物理量记为 •i,j.u表示位移,μ表示杆件切线模

量.式(8)右端项当j=0时代表了微观迭代的初

始驱动力,实际上就是强迫微观结构发生整体宏

观应变Ei 时需要施加的力的负值.
(3)宏微观的联系

宏微观的联系是通过桁架均匀化方法得到宏

观等效连续体的分析点(高斯点)上的等效模量,

该等效模量是等效宏观非线性弹性当前切线模

量,具体列式参考文献[9].简要步骤是在周期性

边界条件约束下微观上求解一组(空间三维问题

是6个)协同变形载荷的弹性问题,得到广义位移

矩阵χ,然后可以得到等效模量

 Di =
∑
k

[(di
k-di

k·bk·χi
k)·Lk·Ak]

∑
k

(Lk·Ak)
(10)

其中Ak 是杆件面积.
从以上对方法的简要描述和文献[8]的工作

可以看到,基于数值均匀化方法可以将宏观上具

有微结构的三维类桁架材料结构弹塑性等效计算

问题,转化为宏观上一个非线性弹性连续体计算

和微观上多个小规模桁架系统的弹塑性计算,虽

然这是一个宏微观迭代计算的过程,但是为完全

弹塑性计算困难甚至不可行的大规模三维类桁架

材料结构分析提供了一种可行的变通策略.从本

文算例可以看到这种等效分析能够在保证一定精

度的同时,大大减小计算规模,节省计算时间.

2 数值算例I

2.1 计算模型

考虑如图2所示尺寸为0.4m×0.4m×1.0

m的由三维类桁架材料组成的一个块体结构,一端

固定,另一端面上边施加2个方向(x2 负方向和x3
正方向)的均匀线载荷.计算中所用的单胞构型和

各杆件面积尺寸如图3.由于均匀化方法基于单

胞无限小的假设,单胞的实际尺寸在计算中不起

作用,这些值量纲均为一.杆件材料的本构模型设

为双线性及随动强化模型,弹性阶段模量Ee=

210×109Pa,塑性阶段模量Ep=90×109Pa,屈

服应力σy=3×108Pa.宏观分析时有限元网格采

用八节点六面体等参元,网格划为8×8×20.

图2 宏观结构和边界条件

Fig.2 Macrostructurewithboundaryconditions

注:Length[1-36]=1,A[1-12,21-32]=0.05,

A[13]=0.1,A[14]=0.08,A[15-20,33-36]=0.1

图3 代表体元的构型、尺寸和截面积

Fig.3 Configuration,sizeandsectionareaofstruts

2.2 简单加载下的结果比较

简单加载计算时两个方向的载荷大小分别为

106N/m×0.4m和107N/m×0.4m.作为比较,

本文对上述结构还按三维桁架计算,此时单胞的实

际尺寸对结果有影响,本文计算了单胞尺寸不同的

4种情况.需要注意的是实际结构中单胞数目变化

时,要保证其体分比和图3中的微观结构一致.
表1取A 点为比较点,给出了数值均匀化方

法和按照桁架建模求得的位移和求解耗时(微机

性能:Pentium2.4GHz;768MB内存)的比较.
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由于是在x2、x3 方向加载,只给出x2、x3 方向位

移的比较.
从表1的对比计算中可以得到以下结论:由

于均匀化方法基于单胞无限小的假设,对于同样

大小的宏观结构,反映材料微结构的单胞尺寸相

对于宏观结构尺寸越小,数值均匀化的计算结果

越接近按桁架结构做完整计算的结果.当单胞尺

寸为1.57cm(单 胞 数 18×18×45,节 点 数

62290,杆件数357696)时,数值均匀化和完全计

算结果误差就在5%以下,满足工程上一般精度

要求.文献[8]中指出对数值均匀化结果误差起控

制作用的是宏观结构最小尺寸方向上的单胞数

目.从表1还可以看到当宏观结构较小尺度x1、

x2 上的单胞数大于18时,误差(|(均匀化解-桁

架解)/桁架解|)可以降到5%以下.当然,这个结

论是对于这个算例得出的,对其他形式的结构可

能有不同的最小数目单胞数要求.表1同时说明,

数值均匀化相比桁架建模完全计算可以大大节省

计算时间.材料微结构单胞尺寸越小,数值均匀化

在时间上的效益也更加明显.当单胞尺寸小于

0.88cm(单胞数32×32×80,节点数340113,杆

件数1990656)时,三维桁架计算在微机上几乎

无法运行,而数值均匀化法可以得到一个具有很

高精度的近似分析结果.

表1 与实际结构在节点A 的位移和求解耗时比较

Tab.1 ComparisonofdisplacementsandtimeconsumptionwithcompletecomputationatnodeA

方法 单胞数(单胞尺寸) u/10-3m v/10-3m w/10-3m v误差/% w 误差/% t/s

数值均匀化

[网格8×8×20]
-0.02651 -13.435 -3.2152 894.46

18×18×45

(1.57cm)
-0.02138 -12.904 -3.0978 4.08 3.78 1761

 桁架完全计算

20×20×50

(1.41cm)
-0.02244 -13.042 -3.1305 3.01 2.71 4375

24×24×60

(1.18cm)
-0.02316 -13.137 -3.1531 2.23 1.96 33784

28×28×70

(1.01cm)
-0.02375 -13.207 -3.1696 1.73 1.44 61987

图4给出了两种方法(桁架模型单胞数20×

20×50)在x2=0,x3=1m和x1=0,x2=0线上

多点x2、x3 方向的位移v、w 的误差E 曲线.其中

第1组节点是均匀化宏观计算有限元单元节点

(nodeset1);第2组节点是非单元节点(nodeset

2).误差基本在同一水平.

  (a)   (b)

图4 位移误差曲线

Fig.4 Errorcurvesofthedisplacements
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2.3 不同网格划分

上面等效分析中使用了规则的宏观网格划

分,实际的三维类桁架结构单胞为立方体,每个有

限元单元总可以对应实际结构中一些单胞的组

合.本文对宏观等效计算采用其他的网格划分,如

图5所示.同样比较节点A 的位移结果和计算耗

时,见表2.从表2可见,宏观网格划分对结果影

响不大.本文还进行了其他网格划分的比较,限于

篇幅此处没有列出.在工作量和计算时间上,不同

的宏观网格划分会影响到宏观计算的自由度数和

微观计算的次数,求解时间略有差别,但都保持在

较低的水平.

图5 宏观网格划分

Fig.5 DifferentFEmeshofmacrostructure

表2 不同网格下节点A 的位移和耗时比较

Tab.2 ComparisonofdisplacementsandtimeconsumptionusingdifferentmeshatnodeA

方法 u/10-3m v/10-3m w/10-3m v误差/% w 误差/% t/s

数值均匀化 -0.02537 -13.452 -3.2187 914.46
桁架完全计算

[单胞20×20×50]
-0.02244 -13.042 -3.1305 3.14 2.81 4375

2.4 不同路径加载

图6显示了3种不同的加载路径Rk(k=1,

2,3),虽然最终结构受到的载荷组合都是Fx2=
-106N,Fx3=0.6×10

7N.
分别采用数值均匀化方法计算这3种加载路

径下的结构弹塑性响应,并且与按桁架结构做完

全计算的结果进行比较,结果见表3.其中加载路

径R1、R2 分别给出了(1)、(2)两阶段加载的比

较,R1 第(1)阶段加载Fx3=10
7N,Fx2=0;R2 第

(1)阶段加载Fx2=-3×10
6N,Fx3=0.不同加载

路径得到了不同的结构响应,而与桁架计算对比,
误差在较低水平,符合较好,可见基于数值均匀化

方法的弹塑性等效分析同样可以处理复杂加载路

径的问题.

图6 不同加载路径

Fig.6 Differentloadingroutines

表3 不同加载路径的A 点位移(10-3m)结果比较

Tab.3 Comparisonofdisplacements(10-3m)atnodeAunderdifferentloadingroutines

加载阶段
R1 R2 R3

u v w u v w u v w
数值均匀化 -0.018716 -9.3413 -2.1643 -0.033426 -9.8260 -2.7498 - - -

(1) 桁架完全计算 -0.007379 -9.0148 -2.0939 -0.023924 -9.3858 -2.6456 - - -
E 3.62% 3.36% 4.69% 3.94%

(2) 数值均匀化 -0.02557 -8.9383 -2.2299 -0.02112 -8.9047 -2.2189 -0.01307 -8.6096 -2.1480
Fx2=-10

6N 桁架完全计算 -0.01254 -8.6119 -2.1567 -0.01239 -8.4589 -2.1191 -0.01175 -8.4519 -2.1122
Fx3=0.6×10

7N E 3.79% 3.39% 5.27% 4.71% 1.87% 1.69%

注:数值均匀化,[网格8×8×20];桁架完全计算,[单胞20×20×50]
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3 数值算例Ⅱ

为了适应实际结构的复杂构型和边界条件,

计算了如图7所示的三维类桁架材料组成的扁半

圆柱体结构.注意到在宏观结构的外边界上,单胞

不一定完整,这样的问题更有一般意义.该图中结

构长L=1m,截面扁半圆高 H=0.3m,圆的半

径R=0.4m.结构左端面(x3=0)固定,底面加均

布的线载荷(x1=0.4m,x2=0)F3=106N/m.微

观单胞构型和杆件材料的本构模型同算例I.
采用数值均匀化方法计算结构的弹塑性响应

(有限元节点数为1407,八节点六面体单元数为

1080),并与按桁架结构做完全计算(节点数

248230,杆件数1443156)在A 点(见表4)及其

他一系列点处进行位移比较.从对比结果可以看

出,基于数值均匀化的弹塑性求解方法对于较复

杂宏观构型的问题依然能够减小计算规模,节省

计算时间,保证较好精度.图8给出x2=0,x3=

1.0m线上的多点x2、x3 方向位移比较.

图7 扁半圆柱形结构

Fig.7 The3-Dstructureasasemi-column

表4 A 节点位移比较

Tab.4 ComparisonofdisplacementsatnodeA

方法 v/10-3m w/10-3m v误差/% w 误差/%

数值均匀化 6.0190 -1.3850
桁架完全计算 5.9817 -1.3798 0.63 0.38

  (a)x2 方向位移   (b)x3 方向位移

图8 位移比较

Fig.8 Comparisonofdisplacements

4 结 论

本文将数值均匀化方法推广至由三维类桁架

材料组成的结构的弹塑性分析,分析并讨论了在

简单加载和非单调加载下的结构弹塑性响应,并

和相应三维桁架结构进行的弹塑性计算结果进行

了对比,说明本文方法在保证一定精度下能够提

高计算效率.等效连续体分析时,宏观网格的划分

对计算结果影响很小.对于宏观构型复杂且包含

有非完整单胞的结构,此等效分析同样有效.由于

三维桁架材料组成的结构按桁架完全计算时自由

度很多,对三维类桁架材料结构构件单独建模弹

塑性分析优化计算规模和计算时间就更大,基于

数值均匀化方法的等效弹塑性分析方法为复杂三

维类桁架材料结构的优化设计提供了可能.
本文的方法可以推广到其他单胞形式的有序

点阵材料组成的结构弹塑性分析,当材料宏观不

均匀性的变化尺度大于单胞尺度时,本文的方法

也可应用.

6 大 连 理 工 大 学 学 报 第49卷 



参考文献:

[1]GIBSONLJ,ASHBY M F.CellularSolids[M].

Cambridge:CambridgeUniversity,1997

[2]WALLACHJC,GIBSONLJ.Mechanicalbehavior

of a three-dimensional truss material [J].

InternationalJournalofSolidsandStructures,2001,

38(40-41):7181-7196

[3]WALLACHJC,GIBSONLJ.Defectsensitivityofa

3Dtruss material[J].Scripata Materialia,2001,

45(6):639-644

[4]DESHPANDEVS,FLECK N A,ASHBY M F.

Effectivepropertiesoftheoctet-trusslatticematerial

[J].JournaloftheMechanicsandPhysicsofSolids,

2001,49(8):1747-1769

[5]FISH J,SHEK K,PANDHEERADI M,etal.

Computationalplasticity for composite structures

basedonmathematicalhomogenization:Theoryand

practice[J].ComputerMethodsinAppliedMechanics

andEngineering,1997,148(1-2):53-73

[6]GHOSH S,LEE K,MOORTHY S.Twoscale

analysis of heterogeneous elastic-plastic materials

withasymptotichomogenizationand Voronoicell

finite element model [J].Computer Methodsin

AppliedMechanicsandEngineering,1996,132(1-2):

63-116

[7]TERADA K,KIKUCHI N.A classofgeneral

algorithmsformulti-scaleanalysesofheterogeneous

media[J].ComputerMethodsinApplied Mechanics

andEngineering,2001,190(40-41):5427-5464

[8]刘 岭,阎 军,程耿东.二维类桁架材料结构弹塑

性分析[J].力学学报,2007,39(1):54-62

[9]YANJ,CHENGGD,LIUST,etal.Comparison

ofpredictiononeffectiveelasticpropertyandshape

optimization of truss material with periodic

microstructure [J]. International Journal of

MechanicalSciences,2006,48(4):400-413

Elasto-plasticanalysisfor3Dstructureswithtruss-likematerial

NIU Bin, YAN Jun*, CHENG Geng-dong

(StateKeyLaboratoryofStructuralAnalysisforIndustrialEquipment,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Fortheproblemoftheelasto-plasticanalysisofthree-dimensional(3D)structurecomposed

oftruss-likematerial,itwillbeexpensiveorcompletelyintractableincomputationaltimeand

resourcesbecauseoftheenormousnumberofstrutswhenallthestrutsareconsideredexactly.3D

structurewithtruss-likematerialisequivalentlyanalyzedusingnumericalhomogenizationtechnique.

Incomparisonwiththecompleteanalysisofdiscretestructure,theequivalentanalysiscansave

computationaltimeandconsiderablydecreasethecomputationalcostwhilemaintaininghighaccuracy.

Thehighefficiencyofequivalentanalysisalsoprovidesapossibilityforthefurtherdesignoptimization

ofcomplicatedstructurewiththismaterial.Thenumericalexamplesshowthattheequivalentanalysis

canbeusedfordifferentmeshesandloadingpaths.Theapplicableconditionsofthemethodare

discussedinthelastexampleofirregularmacro-structureswithnon-integratedunitcells.

Keywords:3D;truss-likematerial;elasto-plasticanalysis;numericalhomogenization
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