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基于连续本构模型的泡沫铝弹塑性断裂问题无网格法分析
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摘要:应用无网格伽辽金法对单轴远场拉应力加载下泡沫铝弹塑性断裂问题进行了分析.
首先,基于连续本构模型,将泡沫铝考虑成塑性可压缩材料,并通过引入 Weibull分布,建立

了宏观尺度上的泡沫铝本构关系.其次,在无网格伽辽金法的基础上,采用应力应变增量形式

表征材料的弹塑性本构关系,用罚函数法施加本质边界条件,并考虑裂纹区的不连续性,用

Newton-Raphson增量迭代实现非线性分析.最后通过算例讨论了概率参数对本构关系的影

响,及泡沫铝相对密度与J积分值的变化规律.算例分析表明 Weibull分布中的尺度参数对

泡沫铝的宏观力学性质和断裂参数J积分有较大影响,而形状参数影响较小.
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0 引 言

泡沫金属是一种以金属或金属合金为基体,
包含大量孔洞的轻质多孔材料,是功能和结构一

体化的新型工程材料.泡沫金属以其独特的结构

在物理、力学、热学、电学、声学上具有许多优异的

性能.低密度、高效的吸收能量和声、良好的力学

强度以及高热传导使得泡沫金属有着广泛的潜在

应用,如作为轻质结构、夹心板的芯体、热控制、包
装材料和各种汽车零件.近年来,随着制备工艺的

成熟和生产成本的降低,泡沫金属在汽车工业、航
空航天、建筑工业和铁路运输等领域的应用前景

日益广泛.
国内外学者对泡沫金属在准静态和动态条件

的力学性能进行了相应的研究,其中文献[1]对多

孔材料的力学和物理性能作了较全面的论述.
Blazy等[2]通过大量的试验研究,对泡沫铝在复杂

载荷条件下的力学响应和断裂问题进行了统计分

析和尺度研究.Guo等[3]基于连续本构模型,给出

了泡沫金属平面应力裂纹扩展的解析解.Chen
等[4]运用内聚力模型,预测了泡沫金属I型裂纹

的阻力曲线.
无网格法作为新的数值分析方法之一,近十

年得到力学研究工作者的青睐,该方法分析裂纹

问题有其独特的优势[5].无网格法的近似函数采

用基于节点的函数拟合,可以保证基本场变量在

整个求解域内连续;无网格法没有网格依赖性,可
以灵活布置节点来取得理想的精度,且能避免网

格重构带来的困难.其中尤以无网格伽辽金法在

断裂力学中得到较为广泛的应用[6、7].
本文基于连续本构模型,假设胞的屈服应变

服从两参数 Weibull分布,导出含非均匀分布参

数的应力-应变关系表达式,从而建立能反映泡沫

金属弹塑性状态的本构模型;同时应用无网格伽

辽金法对单轴远场拉应力加载下泡沫铝平面裂纹

问题进行弹塑性增量分析.

1 泡沫金属连续本构模型[8]

泡沫金属中胞的形状、大小和分布在不同材

料中各不相同,自然会影响其力学与物理性能.如
果对胞的形状、大小和分布逐一追踪描述,则表述

复杂,力学问题求解十分困难.若针对不同的相对



密度ρ*/ρs 去测量其材料模量,例如E、ν,那么在

一定程度上能给出多孔材料力学性能的定量描

写,这是一种唯象的方法.1990年,Triantafillou
等在Gibson等所提出的多孔材料屈服面的基础

上,提出了多孔材料弹塑性本构方程[9].
金属与高分子多孔材料是弹塑性材料,具有

塑性可压缩性,因而平均应力σm(=σkk/3)或静水

压力p(=-σm)要进入塑性本构关系.引入广义

有效应力σ̂,材料的屈服/加载面方程可表示成

Φ≡σ̂-Y (1)
文献[9]建议有效应力σ̂计算式为

σ̂=σe+0.03ρ
*

ρs
σm (2)

其中σe 为vonMises有效应力,

σe= 3
2sijsij
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è
ç

ö

ø
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1/2
(3)

考虑各向同性硬化,由流动法则和屈服演化

方程,得到弹塑性本构方程

ε ·ij =ε ·eij +ε ·pij =
1+ν
E σ ·ij -ν

Eσ ·kkδij + σ̂ 
·

H(σ̂)
∂Φ
∂σij

(4)

式中:ε ·ij 为应变率;ε ·eij 为弹性应变率;ε ·pij 为塑性应

变率;σ ·ij 为应力率;E 为弹性模量;ν为泊松比;δij

为单位张量分量;H(σ̂)为硬化模量,可以由一维

应力-应变关系近似标定,即 H(σ̂)=dσ/dεp.
∂Φ
∂σij

= 32
1
σe
sij +0.01ρ

*

ρs
δij (5)

2 考虑 Weibull分布的应力-应变关系

图1是由文献[10]给出的开孔泡沫铝单向拉

伸实验曲线,曲线过最高点后泡沫出现断裂破碎,
本文 暂 不 考 虑 软 化 现 象,则 基 于 Ramberg-
Osgood模型的一维幂硬化弹塑性应力-应变关系

可以较好地满足实验结果[4]:

σ=Eε; σ≤σy
σ=σy(ε/εy)N;σ>σy{ (6)

其中εy和σy分别为屈服应变和屈服应力,N 为应

变硬化指数.
对于具有随机胞的开孔泡沫金属材料,可以

通过引入概率统计函数来反映其微观上的不均匀

性引起其宏观本构关系的随机特性.假设仅考虑

材料屈服应变的随机性,并假设其服从两参数的

Weibull分布,则概率密度函数可表达为

f(εy)= m
η
· εy
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分布函数为

F(εy)=1-exp - εy
η
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ç
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m

[ ] (8)

其中η是尺度参数,m>1是形状参数.

图1 泡 沫 铝 实 验 曲 线 与 Ramberg-
Osgood模型的比较[10]

Fig.1 Comparisonbetweenexperimentaland

Ramberg-Osgood model results of

uniaxialtensilestress-straincurvesfor

aluminumfoammaterial[10]

(1)对于某一个胞,当ε<εy 时,该胞处于弹

性阶段

σ=σy
εy
·ε (9)

则屈服应变的分布函数为

P(ε<εy)=P(εy>ε)=∫
1

ε
f(εy)dεy (10)

(2)当ε≥εy 时

σ=σy ε
εy
æ

è
ç

ö

ø
÷

N
(11)

屈服应变的分布函数为

P(ε≥εy)=∫
ε

0
f(εy)dεy (12)

泡沫金属的宏观应力σ就应该是所有胞应力的统

计平均值

σ=∫
1

ε

σy
εy
·εf(εy)dεy+∫

ε

0
σy ε

εy
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f(εy)dεy (13)

将式(7)代入式(13),可得到泡沫金属宏观应力

的表达式

 σ=σyε
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其中Γ为Gamma函数.
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3 弹塑性力学问题的无网格伽辽金

法[11]

无网格伽辽金法用移动最小二乘(MLS)建
立近似函数,建立时不需要借助网格.移动最小二

乘近似函数的形式为

uh(x)=∑
m

I=1
ΦI(x)uI =∑

m

I=1
pT(x)A-1(x)BI(x)uI

(15)

其中m是基函数的个数,pT(x)是基函数,通常使

用单项式作为基函数,也可以使用任何其他函数,

如奇异函数.形函数ΦI(x)为

ΦI(x)=pT(x)A-1(x)B(x) (16)
由于裂纹的存在,在构建近似函数时应当引

入这种不连续性,常用的有可视准则、衍射法、穿
透法等方法,这些方法对不同类型的问题有着不

同的适用性.本文经比较采用衍射法方案.在计算

权函数w(x-xI)时,点x和节点I的有效距离由

下式给出:

s(x)= s1+s2(x)
s0(x)

æ
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ç

ö

ø
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λ

s0(x) (17)

具体过程可参见文献[6].
由弹性力学控制方程得到其变分形式

∫Ω
(δεijσij -δuibi)dΩ-∫Γt

δuitidΓ=0(18)

将移动最小二乘近似函数代入,得离散方程

Ku=fext (19)

其中

K=∫Ω
BTDBdΩ (20)

fext=∫Γt
ΦTtdΓ+∫Ω

ΦTbdΩ (21)

由于材料和结构的弹塑性行为与加载以及变

形的历史有关,在进行结构的弹塑性分析时,通常

将载荷分成若干个增量,然后对于每一个载荷增

量,将弹塑性方程线性化,则可将这一弹塑性非线

性分析问题分解为一系列线性问题来处理.具体

推导过程参见文献[6、11].

4 算例分析及讨论

4.1 考虑 Weibull分布时,参数对应力-应变关

系及其导数的影响

基于图1的实验曲线,参照文献[2]参数取值

范围,通过试算法,表1给出3组 Weibull参数对

弹性模量E的影响.由表1可知,参数η对弹性模

量影响较大,η越大,弹性模量越小,而参数m 对

其影响较小.

表1 Weibull参数对弹性模量的影响

Tab.1 TheeffectofWeibullparameters

uponelasticmodulus

Weibull参数

η m
E/MPa

0.003 8 1275.6

0.004 8 956.7

0.003 5 1241.1

图2和图3分别给出了不同参数下泡沫铝应

力-应变关系及其导数变化曲线.由图分析可知:
(1)考虑 Weibull分布时的应力-应变曲线和其切

线模量-应变曲线都是光滑连续的,并可以较好地

反映泡沫铝在拉伸状态下的弹性及塑性硬化阶

    

图2 不同参数下泡沫铝应力-应变曲线

Fig.2 Thecurvesofstressvs.strainwith

differentparameters

图3 不同参数下泡沫铝切线模量-应变曲线

Fig.3 Thecurvesoftangentmodulusvs.

strainwithdifferentparameters
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段,而不含 Weibull分布时其切线模量-应变曲线

有跳跃现象.(2)不同 Weibull参数对两类曲线的

影响是不同的,其中参数m 对应力-应变曲线整

体影响不大,但对切线模量-应变曲线有较大的

影响,m 越大,材料越均匀,切线模量在屈服应变

附近(由弹性阶段到塑性阶段)变化越剧烈;而η
将影响曲线整体尺度,η越小,材料屈服应变越

小,初始切线模量越大.
4.2 本构参数对泡沫铝J积分值的影响

设一远场受均匀拉伸时跨中具有单边裂纹的

泡沫铝矩形薄板,板长为100mm、宽为50mm,
裂纹长20mm,在长边两侧受均布拉伸载荷作

用.相对密度ρ*/ρs=0.4时,泡沫铝材料常数为

E=1.276GPa,N=0.2,σy=3.827MPa,ν=
0.3;Weibull参数取为η=0.003,m=8.计算中,
在整个计算域布置21×11个均匀节点,20×10
个积分子域,每个子域采用3×3高斯积分.

图4为随外载增加3种不同相对密度的泡沫

铝矩形薄板J积分值变化曲线.由图可知:(1)在

弹性阶段,泡沫铝矩形薄板的J积分值随外载增

加其变化较平缓,而材料进入塑性阶段后,其J积

分值随着外载的增加迅速增大.(2)对于相同J积

分值,泡沫铝的相对密度越大,则需要外载越大,
说明材料越不易断裂.

图4 I型平面应力状态下相对密度对

J积分值的影响

Fig.4 Theinfluenceofrelativedensityρ*/ρs
onJ-integralvaluesofmodeIcrack

underplanestress

图5为在不同概率参数下,泡沫铝矩形薄板J
积分值随外载增加的变化曲线.由图可知:(1)当

材料处于弹性阶段时,m和η对J积分值影响不明

显.(2)当材料进入塑性阶段时,η是尺度参数,η
越大,相同应力状态下,变形越大,J积分值越大,

材料越容易断裂,但是参数m 是反映泡沫材料均

匀程度的,其对J积分值影响较小.

图5 I型平面应力状态下 Weibull参

数对J积分值的影响

Fig.5 TheinfluenceofWeibullparameterson

J-integralvaluesofmodeIcrackunder

planestress

5 结 论

(1)考虑概率分布时的本构模型可以反映开

孔泡沫金属的弹性及塑性阶段分布特性.在I型

平面应力状态下,用无网格法求出的具有单边裂

纹泡沫金属的J积分值与屈服应力、幂硬化指数

和 Weibull分布参数有关.
(2)本文提出的考虑概率分布泡沫金属分析

方法和结论将对泡沫金属的力学分析和优化设计

提供一定的参考价值.
作者将无网格伽辽金法推广应用到分析弹塑

性的不连续问题,该方法具有不需要划分网格和

计算精度高等优点.今后,作者还拟将此方法应用

于裂纹扩展分析问题,这将能进一步显示出其具

有有限元法不可比拟的优越性.
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Element-freemethodforelasto-plasticfractureanalysis
ofaluminumfoambyacontinuumconstitutivemodel

SUN Shi-yong1, CHEN Hao-ran*1, HU Xiao-zhi2

(1.StateKeyLaboratoryofStructuralAnalysisforIndustrialEquipment,DalianUniversityofTechnology,

Dalian116024,China;

2.SchoolofMechanicalEngineering,UniversityofWesternAustralia,PerthWA6009,Australia)

Abstract:Element-free Galerkin (EFG)methodisappliedtosolvetheelasto-plasticfracture

problemsofaluminumfoamsunderuniaxialtensileload.Firstly,acontinuumconstitutivemodelis

takenintoaccountfortheplasticcompressibilityofaluminumfoams.TheWeibullstatisticalanalysis

isusedtorepresentmicroscopicheterogeneity.Then,theincrementsofstressandstrainareusedto

characterizetheelasto-plasticconstitutiverelationshiponthebasisofEFG methodwithpenalty
functionmethod.Consideringthediscontinuityofcrack,Newton-Raphsoniterationmethodisusedin

computation.Lastly,severalexamplesaregiventoshowtheinfluenceofparameteroncurveof

stress-strainandtherelationofvaluesofJ-integralversusrelativedensity.Thenumericalanalysisfor

aluminumfoamsshowsthattheinfluenceofthescaleparameterof Weibulldistributionupon

macroscopicmechanicalpropertiesandfractureparameterJ-integralissignificant,whiletheshape

parameterisnotobvious.

Keywords:aluminumfoams;element-freeGalerkinmethod;continuumconstitutivemodel;fracture;

Weibulldistributions;J-integral
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