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一个非解析复映射的广义 Mandelbrot集
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摘要:推广了 Michelitsch等所提出的由一个简单非解析映射构造 Mandelbrot集的方法,并
由推广的复映射,构造出一系列实数阶的广义 Mandelbrot集(简称广义 M 集).利用复变函

数理论和计算机制图相结合的实验数学方法,对广义 M集的结构和演化进行了研究.结果表

明:广义 M集的几何结构依赖于参数α和R;整数阶广义 M 集具有对称性和分形特征;小数

阶广义 M集出现了错动和断裂,且其演化过程依赖于相角主值范围的选取.
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0 引 言

近20年来,人们对复映射z←zα+c(α=2)所
构造的 M集已进行了深入研究,发现其中深藏着

规律性的结构[1~5].在此基础上,文献[6、7]研究

了α∈R的广义 M 集,并基于其视觉结构特点提

出了几点假设;Glynn分析了α>0的广义 M 集

的对称演化[8];文献[9、10]从理论上进行了研究,
提出了广义 M 集的嵌套拓扑分布定理和裂变演

化规 律,证 实 了 文 献 [6~8]的 假 设.此 外,

Pickover、Hooper和Philip曾分别提出了ε正交

法、星迹法、区域分解法和角度分解法,研究了 M
集非边界区域的分形结构[11~13];Lakhtakia提出

了开关J集的构造算法[14];Wang推广了他们的

方法,研究了广义M集非边界区域和开关广义M
集的分形结构[15、16].1992年,Michelitsch等研究

了复映射z←Θ(z2)-c(Θ为操作符,Θz=Rez+
i|Imz|=x+i|y|)的 M集[17],该映射可转化

为二维离散映射

xn+1 =x2n -y2n -cx

yn+1 =2|xnyn|-cy
{ (1)

式(1)不满足Cauchy-Riemann条件[18]

∂f1(x,y)/∂x=∂f2(x,y)/∂y
∂f1(x,y)/∂y=-∂f2(x,y)/∂x{

故式(1)为非解析映射.本文将该映射推广为z←
Θ(zα)-c(α∈R),并研究由推广后的映射所构造

的广义 M集的分形结构和裂变演化规律.

1 理论和方法

非解析映射f:z←Θ(zα)-c(α∈R)的临界

点z0 是使其一阶导数为零的点.若设z=reiθ,则

f(z)=rαe±iαθ-c.f'(z)=αrα-1r'e±iαθ±iαrαe±iαθθ',
故f的临界点应满足αrα-1r'e±iαθ±iαrαe±iαθθ'=0,
即αrα-1e±iαθ(r'±irθ')=0.若α≠0,由r'±irθ'≠
0,可得

α<1; 临界点为z→ ∞
α=1; 无临界点

α>1; 临界点为z=0

ì

î

í

ïï

ïï
(2)

由非解析映射f构造广义M集,应从f的临

界点开始迭代,可当α>1时,若取z0 =0,则z1
=-c,z2 =Θ(-c)α-c… 当α<0时,若取z0 =
∞,则z1=-c,z2=Θ(-c)α-c…因此为避免计

算机溢出,选取式(1)迭代初始点为z0 =-c,这
使得用计算机构造任意实指数α∈R且α∉[0,1]
的广义 M集的操作得到了统一.值得注意的是,
当α∈ [0,1]时,仍用z0 =-c作为初始点迭代,
得到的图像不是真正的 M 集.这是因为:α=1



时,因为无临界点,所以也就谈不上临界点的轨道;

0≤α<1时,临界点为∞,∞的轨道上没有参数-
c,所以从-c开始迭代的图像不是真正的M集.

定义1 设f:z←Θ(zα)-c(α<0或α>1)

为黎曼球Ĉ上的复映射,Mf 表示C 中-c点的轨

道有界的复数c的集合,即

Mf = {c∈C:{fk(-c)}∞k=1 有界}=
{c∈C:-c,Θ(-c)α-c,Θ[Θ(-c)α-
c]α-c,…,/→ ∞,k→ ∞}

则称Mf 为相应于f 的广义 M集.
定义1是利用逃逸时间算法绘制 Mf 的计算

机图像 的 理 论 基 础[4、5].选 取 逃 逸 半 径 R =

200、逃逸时间限制 N =200,利用逃逸时间算

法作者绘制了α∈R的Mf.其中α>0时,图中黑

色为稳定区Mf,白色为不稳定区Mf;α<0时,图

中白色代表稳定区Mf,黑色代表不稳定区Mf.将

α表示为α=±(η+ε),其中η是正整数,ε为小数

即0<ε<1,根据分形图的结构特点,可分4种情

况来研究Mf.

2 实验与结果

2.1 α=η
图1为α取正整数时的广义 M集,类似若干

不规则的主要花瓣(简称主瓣)组成的花朵,稳定

区嵌于不稳定区之中.

图1 α为正整数阶的广义 M集

Fig.1 ThegeneralizedMandelbrotsetsforpositiveintegervalueofα

定理1 由复映射f:z←Θ(zα)-c(α∈R)
构造广义 M集,当α为奇数时,有

fk(c)=-fk(-c)(k=1,2,…,N)
证明 利用数学归纳法:由定义1知f1(-c)

=Θ(-c)α-c,故f1(c)=Θ(cα)+c.当α为奇数

时,因
 f1(-c)=Θ(-c)α-c=-[Θ(c)α+c]=

-(‖c‖αe±iαφ +‖c‖e-iφ)
所以

-f1(-c)= ‖c‖αe∓iαφ +‖c‖eiφ =Θ(cα)+c
故有f1(c)=-f1(-c).

设

fk-1(c)=-fk-1(-c)

成立,又fk(c)=fk-1[f(c)]=fk-1[-f1(-c)]

=-fk-1[f1(-c)]=-fk(-c),故命题真.
定理1表明α为奇数时的广义M集关于y轴

对称.
下面分析正整数阶的广义 M集的分形结构:

由α >0,可 知 原 点 及 其 邻 域 中 的 点 x 满 足

‖fi(x)‖<R(i=1,2,…,N),即x∈Mf.为此

可认为主瓣中的点经一次迭代将趋向原点,主瓣

的中心c1 是原点的原像,即f1(c1)=0.故有

Θ(cα
1)+c1 =0,可得

c1 =ei[(2m+1)π]/(±α-1);

m =0,1,…,|±α-1|-1 (3)
由图1还可看到主瓣上生长着小花瓣,小花

瓣上又生长着更小花瓣 … 这种结构在不同水平

上嵌套出现.经计算发现生长于主瓣上的最大小

花瓣的中心经一次迭代到达主瓣中心,下一次迭

代到达原点.依此类推,若主瓣用L1 表示,某小花

瓣中心ck 满足fk(ck)=0(2≤k≤N),可用Lk

表示它.
∀c∈Lk,有fk(c)∈Lk-1.设Lk 的中心为ck,

Lk-1的中心为ck-1.则f1(ck)=ck-1.首先考虑L2,
设其中心为c2,则有

Θ(cα
2)+c2 =c1 (4)

将式(3)代入式(4),即可求出c2.依此类推,Lk 的

中心坐标为

Θ(cα
k)+ck =ck-1 (5)

由式(3)可知α=η的广义M集的L1的个数

应为2η,可推出Lk 的个数应为(2η)k(1≤k≤N).
上述分析表明N→ ∞ 时,即理论意义上的正整数
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阶的广义J集具有无穷嵌套的自相似几何结构.
2.2 α=η+ε

图2为α=η+ε时的广义M集,其类似若干

主瓣及一部分花瓣(简称雏瓣)组成的花朵,并随

ε的增大,雏瓣不断发育而演化成为一个主瓣.这
一现象可解释为由复映射

z←Θ(zα)-c (6)
构造 广 义 M 集,对 Θ(zα)的 计 算,采 用 了

DeMoivre理论

Θ(zα)=rα(cosαθ+i|sinαθ|) (7)
这就涉及相角θ主值范围的选取,本文选取θ的范

围为以下4种情况:[0,2π)、[-π,π)、[-3π/2,

π/2)和[-π/2,3π/2).当α=η时,将不会影响式

(6)的使用,因
cosαθ=cos(αθ+2πα)
sinαθ=sin(αθ+2πα){ (8)

但α=η+ε时,式(7)不成立,故θ范围的不同选

取将导致广义 M 集的不同演化.另外在使用式

(6)时,若αθ超出上述4种主值范围,就要使αθ加

或减2π的整数倍来进行调整,这就导致广义M集

出现了错动和断裂,产生了雏瓣,且仅出现在相角

θ不连续的正x、正y、负x或负y 轴处,可见雏瓣

L1 的出现仅当α取正小数时.

图2 α为正小数阶的广义 M集

Fig.2 ThegeneralizedMandelbrotsetsforpositivedecimalvalueofα

2.3 α=-η
图3为α取负整数时的广义 M集,可见分形

图为若干卫星群环绕中央行星的星群结构,不稳

定区嵌于稳定区之中.由定理1可知α为负奇数时

的广义 M集关于y轴对称.

图3 α为负整数阶的广义 M集

Fig.3 ThegeneralizedMandelbrotsetsfornegativeintegervalueofα

定理2 复映射f:z←Θ(zα)-c(α<0)所
产生的广义 M集的中央行星为以原点为圆心、半
径为R1/α 的近似圆.

证明 因为Θ(zα)=rαe±iαθ,对于α<0,若
‖x‖ <1,则有 ‖f1(x)‖ ≥R.由计算知原点

为行星中心,故可认为中央行星上任意点c(‖c‖
<1)都满足‖f1(c)‖≥R.又f1(c)=Θ(cα)+
c,若令c= ‖c‖eiφ,则

f1(c)= ‖c‖αe±iαφ +‖c‖eiφ (9)
因α<0,‖c‖ <1,故 ‖c‖α ≫ ‖c‖.由式(9)
得‖f1(c)‖≅‖c‖α.‖f1(c)‖≥R,‖c‖α≥
R,故可推得

‖c‖ ≤R1/α (10)
由式(10)知,当α减小时,中央行星的半径增大并

趋于1.对式(9)求模的平方,有
‖f1(c)‖2 = ‖c‖2α+
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2‖c‖α+1cos(±α-1)φ+‖c‖2

(11)
由式(11)可知 ‖c‖ 为θ的函数,根据式(10)可

将 ‖c‖ 写成

‖c‖ =R1/α[1-δ(θ)] (12)
这里δ(θ)≪1.将 式(12)代 入 式(11),基 于

‖f1(z)‖2 ≥R2 并取一阶近似,可得

δ(θ)≅cos
(±α-1)φ
αR1-1/α (13)

可见中央行星与圆的误差具有|±α-1|倍的旋

转对称性,且最大误差发生在φ =2kπ/(±α-
1)(k为整数,且0≤k≤|±α-1|-1)处.

定理2的证明中并没规定α取负整数,故定理

2的结论也适用于α取负小数时的情况.
中央行星上的任意点c满足‖f1(c)‖≥R,

可用B1 表示它.若某卫星上的任意点c 满足

‖fk(c)‖ ≥R且‖fk-1(c)‖<R,则用Bk 表示

该卫星.
∀c∈B2,∃f1(c)∈B1 和 ‖f2(c)‖ ≥R.

设B2 的中心为c2,B1 的中心为c1,则c1 =0(原
点)是c2 的像.故有Θ(cα

2)+c2 =0,则
c2 =ei[(2m+1)π]/(±α-1);

m =0,1,…,|±α-1|-1 (14)

由式(14)可知B2的个数为2|α|.由图3可见B2

即为卫星群中最大的卫星.
由图3还可看到主要卫星周围环绕着小卫

星,小卫星周围又环绕着更小卫星 … 这种结构在

不同水平上嵌套出现.下面讨论高阶小卫星Bk(3
≤k≤N ):∀c∈Bk,∃f1(c)∈Bk-1.设Bk 的中

心为ck,Bk-1的中心为ck-1,则f1(ck)=ck-1.首先

考虑B3,B2 的中心是B3 的中心c3 的像.即

Θ(cα
3)+c3 =c2 (15)

将式(14)代入式(15),即可求出c3.依此类推,Bk

的中心坐标为

Θ(cα
k)+ck =ck-1 (16)

由式 (14)、(15)可 推 出 Bk 的 个 数 应 为

|2α|k-1(1≤k≤N).上述分析表明N→ ∞ 时,
即理论意义上的负整数阶的广义J集具有无穷嵌

套的自相似几何结构.
2.4 α=-(η+ε)

图4为α取负小数时的广义 M集,它为若干

个卫星群及一个卫星群胚胎环绕中央行星的不对

称星群结构,并随ε的增大,卫星群胚胎不断发育

而演化成为完整卫星群.

图4 α为负小数阶的广义 M集

Fig.4 ThegeneralizedMandelbrotsetsfornegativedecimalvalueofα

构造负小数阶广义M集仍然采用了DeMoivre
理论,当α=-η时,式(7)成立,故不会影响式(6)
的使用;但α=-(η+ε)时,式(7)不成立,故θ范围

的不同选取将导致广义 M集的不同演化.所不同

的是在使用式(7)时,αθ可能超出上述4种主值范

围,为此要使αθ加或减2π的整数倍来进行调整,这
就导致了广义 M集部分卫星群的出现,且出现在

相角θ不连续的正x、正y、负x或负y轴处,可见仅

当α取负小数时部分卫星群才会出现.
3 结 论

(1)推广了 Michelitsch等所提出的由简单非

解析映射z←Θ(z2)-c构造 Mandelbrot集的方

法,并由推广的复映射z←Θ(zα)-c(α∈R)构造

出一系列广义 M集.利用复变函数理论和计算机

制图相结合的实验数学方法,对广义 M集的结构

和演化进行了研究,发现整数阶广义 M集具有对
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称性和分形特征,小数阶广义M集出现了错动和断

裂,且其演化过程依赖于相角主值范围的选取.
(2)非解析映射z←Θ(zα)-c(α∈R)的广义

M集的几何结构依赖于参数α和R,但这一工作

仍然是不完整的,如α>0时广义 M集花瓣的形

状和大小以及α<0时广义M集小卫星Bk(2≤k
≤N)的形状和大小,还有待进一步研究.
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GeneralizedMandelbrotsetsfromanonanalyticcomplexmapping

WANG Xing-yuan*, LUO Chao

(SchoolofElectronicandInformationEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:ThemethodconstructingtheMandelbrotsetsfromasimplenonanalyticmappingdeveloped
byMichelitsch,etal.wasexpanded.Accordingtotheexpandedcomplexmapping,aseriesofthe
generalized Mandelbrotsetsforrealindex number wereconstructed.Usingtheexperimental
mathematicalmethodcombiningthetheoryofanalyticfunctionofonecomplexvariable with
computer-aideddrawing,thefractalfeaturesandevolutionsofthegeneralizedMandelbrotsetswere
studied.Theresultsshowthefollowingfacts:thegeometrystructureofthegeneralizedMandelbrot
setsdependsontheparametersofαandR;thegeneralizedMandelbrotsetsforintegerindexnumber
havesymmetryandfractalfeature;thegeneralizedMandelbrotsetsfordecimalindexnumberhave
discontinuityandcollapse,andtheirevolutionsdependonthechoiceoftheprincipalrangeofthe
phaseangle.

Keywords:nonanalyticmapping;generalizedMandelbrotsets;fractal;evolution
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