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具有两类相关风险的常利率风险过程破产函数
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摘要:破产概率问题是经典风险理论研究中一个非常有意义的问题.考虑了一类带常数利

率的具有两类索赔风险的保险盈余过程.在这个模型中,两类索赔的索赔次数 N1(t)和

N2(t)相关.应用拉普拉斯变换的方法推导出了破产前瞬间盈余的分布函数、破产后瞬间盈

余的分布函数、破产前后瞬间盈余的联合分布函数的显式结果,还得到了初始盈余为零时的

显式结果表达式.
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0 引 言

破产概率是经典风险理论中倍受关注的问

题.近年来,研究者们研究了相关聚合索赔模型的

许多方面.Liu等[1]研究了文献[2]的风险模型.
该模型是两个索赔次数相关的经典风险过程,推

导出了破产前瞬间盈余的分布函数、破产后瞬间

盈余的分布函数、破产前后瞬间盈余的联合分布

函数的公式.
另外,爱尔朗分布在排队论中是应用于风险

理论的最重要的分布之一.Dickson[3]给出了一种

适合推导风险过程索赔是爱尔朗过程的方法.

Dickson等[4]考虑了有限时间内复合几何随机变

量在爱尔朗风险模型中不破产的概率.Sun等[5]

推导了爱尔朗(2)风险过程的即刻破产前后盈余

的联合分布的积微分方程和拉普拉斯变换.
本文考虑一类带常数利率的具有两类索赔风

险的保险盈余过程.

1 模型的建立与转换

令{Xn;n≥1}为第一类索赔随机变量,具有

相同的分布函数FX 和有限的均值EX;{Yn;n≥

1}为第一类索赔随机变量,具有相同的分布函数

FY 和有限的均值EY.假设{Xn;n≥1}和{Yn;

n≥1}独立.那么相关聚合索赔过程为

S(t)=∑
N1(t)

i=1
Xi+∑

N2(t)

i=1
Yi (1)

这里Ni(t)是第i(i=1,2)类的索赔次数,{Xn;

n≥1}和{Yn;n≥1}与N1(t)和N2(t)独立.

N1(t)=M1(t)+M
(t)

N2(t)=M2(t)+M
(t)

(2)

其中M1(t)、M2(t)和M
(t)是3个独立的更新过

程.
定义保险盈余过程

U(t)=ueδt+cs(δ)
t -∫

t

0
eδ(t-x)dS(x)

s(δ)t = 1δ
(eδt-1)

(3)

这里u>0是初始盈余,δ>0是常数利率,c>0
是保费率.

令破产时间



T =
inf{t:U(t)<0}

∞;ifU(t)≥0,∀t>0{ (4)

那么初始盈余为u、常数利率为δ的最终破产概率

为

ψδ(u)=P(T< ∞|U(0)=u) (5)

初始准备金为u的破产前瞬间盈余x>0的概率

为

Bδ(u,x)=P(T< ∞,U(t-)≤x|U(0)=u)

(6)

初始准备金为u的破产亏损额y>0的概率为

Gδ(u,y)=P(T< ∞,-U(t)≤y|U(0)=u)

(7)

初始准备金为u的破产前瞬间盈余x>0与破产

亏损额大于-y的联合概率为

 Jδ(u,x,y)=P(T< ∞,-U(T)≤y,

U(T-)≤x|U(0)=u) (8)

引进辅助函数

 Aδ(u,x,y)=P(T< ∞,-U(T)>x,

U(T-)>y|U(0)=u) (9)

易知

ψδ(u)=Aδ(u,0,0),

Bδ(u,x)=ψδ(u)-Aδ(u,0,x)=
Aδ(u,0,0)-Aδ(u,0,x),

Gδ(u,y)=ψδ(u)-Aδ(u,y,0)=
Aδ(u,0,0)-Aδ(u,y,0),

Jδ(u,x,y)=ψδ(u)-Aδ(u,0,x)-
Aδ(u,y,0)+Aδ(u,y,x)=
Aδ(u,0,0)-Aδ(u,0,x)-
Aδ(u,y,0)+Aδ(u,y,x)

即4个概率函数均可由Aδ(u,y,x)获得.
假设 Mi(t)是参数为λi(i=1,2)的泊松过

程,且M
(t)是参数为λ 的爱尔朗(2)过程,也就是

索赔次数M
(t)的时间间隔分布具有密度函数

f(t)=λ2te-λt,t>0.
由式(1)和(2),盈余过程(3)可重记为

U'(t)=ueδt+cs(δ)
t -∫

t

0
eδ(t-x)d(S1(x)+S2(x))

(10)

S1(t)= ∑
M12(t)

i=1
X'i,S2(t)=∑

M(t)

i=1
Y'i (11)

其中{X'n;n≥1}和{Y'n;n≥1}独立,且有有限均

值为EX'和EY',M12(t)=M1(t)+M2(t)仍是参

数为λ1+λ2的泊松过程.进而,X'i、Y'i与M12(t)和

M
(t)相互独立.其分布为

FX'(x)= λ1
λ1+λ2

FX(x)+ λ2
λ1+λ2

FY(x);

FY'(x)=FX(x)*FY(x) (12)

对应的FX(x)*FY(x)表示FX 和FY 的卷积(参

看文献[2]).
既然转换过程U'(t)和原过程U(t)具有相同

的分布,过程U(t)可用U'(t)进行分析.
记T1,T2,…为X'i 的时间间隔.那么这些时间

独立且服从均值为(λ1+λ2)-1 的指数分布.Y'i 的时

间间隔为L1,L2,… 相互独立且为爱尔朗(2,λ)分

布,相当于L1 =L11+L12,L2 =L21+L22,…其中

L1,L2,… 独立且均服从均值为λ-1 的指数分布.
为推导上面的破产函数,令L1 =L12,即L1

是均值为λ-1 的指数分布且Li(i=2,3,…)仍服

从相同的爱尔朗(2,λ)分布.记相应的破产函数

为A1(u,x,y)、B1(u,x)、G1(u,y)和J1(u,x,y).

2 破产函数的公式

定理1 对任意的u>y>0和u>x>0,

有

Aδ(u,x,y)= c
δu+cAδ(0,x,y) λ

δu+c∫
u

0
A1(t,x,

y)dt- λ1+λ2
δu+c

æ

è
ç

ö

ø
÷∫

u+x

y+x
(1-

FX'(t))dt+∫
u

0
K(u,t)Aδ(t,x,y)dt

(13)

ψδ(u)= c
δu+cψδ(0) λ

δu+c∫
u

0
A1(t,0,0)dt-

λ1+λ2
δu+c

æ

è
ç

ö

ø
÷∫

u

0
(1-FX'(t))dt+

∫
u

0
K(u,t)Aδ(t,0,0)dt (14)

Bδ(u,x)= c
δu+c

(ψδ(0)-Aδ(0,0,x))+

λ
δu+c∫

u

0
(A1(t,0,x)-A1(t,0,0))dt-
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λ1+λ2
δu+c

æ

è
ç

ö

ø
÷∫

x

0
(1-FX'(t))dt-

∫
u

0
K(u,t)(Aδ(t,0,x)-Aδ(t,0,0))dt

(15)

Gδ(u,y)= c
δu+c

(ψδ(0)-Aδ(0,y,0))+

λ
δu+c∫

u

0
(A1(t,y,0)-A1(t,0,0))dt-

λ1+λ2
δu+c

æ

è
ç

ö

ø
÷∫

y

0
(1-FX'(t))dt+

λ1+λ2
δu+c

æ

è
ç

ö

ø
÷∫

u+y

u
(1-FX'(t))dt-

∫
u

0
K(u,t)(Aδ(t,y,0)-Aδ(t,0,0))dt

(16)

Jδ(u,x,y)= c
δu+c

(ψδ(0)-Aδ(0,0,x)-

Aδ(0,y,0)+Aδ(0,x,y))+
λ1+λ2
δu+c

æ

è
ç

ö

ø
÷ (∫

u+y

u+x
(1-FX'(t))dt+

∫
x+y

x
(1-FX'(t))dt-

∫
y

0
(1-FX'(t))dt) +

λ
δu+c∫

u

0
(A1(t,0,x)+

A1(t,y,0)-A1(t,0,0)-
A1(t,x,y))dt+

∫
u

0
K(u,t)(Aδ(t,x,y)-

Aδ(t,0,x)-Aδ(t,y,0)+
Aδ(t,0,0))dt (17)

其中

K(u,t)=δ+λ+(λ1+λ2)(1-FX'(u-t))
δu+c

证明 记W =min{T1,L11}.若W =L11=
t,那么在(0,t]内没有索赔发生;若W =T1=t,

在时刻t有一次索赔而在t之前没有.因此

P(W =T1)=P(T1 <L11)=λ1+λ2
λ

,

P(W =L11)=P(T1 >L11)= λ
λ
,

P(W >t|W =T1)=P(W >t|W =L11)=e-λt

其中λ=λ1+λ2+λ.应用这些概率有

Aδ(u,x,y)=∫
∞

0
P(W =t,W =T1)A1(ueδt+

cs(δ)
t ,x,y)dt+∫

∞

0
P(W =t,

W =T1)∫
ueδt+cs

(δ)
t

0
A(ueδt+

s(δ)t -z,x,y)dFX'dt+

∫
∞

0
P(W=t,W=T1)I(ueδt+cs

(δ)
t >y)×

∫
∞

ueδt+cs
(δ)
t +x
dFX'dt=

λ
λ∫

∞

0
λe-λtA1(ueδt+cs(δ)

t ,x,y)dt+

λ1+λ2
λ∫

∞

0
λe-λt∫

ueδt+cs
(δ)
t

0
A(ueδt+

cs(δ)
t -z,x,y)dFX'(z)dt+

λ1+λ2
λ∫

∞

0
λe-λtI(ueδt+cs

(δ)
t >y)×

∫
∞

ueδt+cs
(δ)
t +x
dFX'(z)dt

令s=ueδt+cs(δ)
t 有

Aδ(u,x,y)=λ(δu+c)
λ
δ∫

∞

u
(δs+c)-

λ
δ-1×

A1(s,x,y)ds+(λ1+λ2)×

(δu+c)
λ
δ∫

∞

u
(δs+c)-

λ
δ-1×

∫
s

0
A(s-z,x,y)dFX'(z)ds+

(λ1+λ2)(δu+c)
λ
δ∫

∞

u
(δs+

c)-
λ
δ-1I(s>y)∫

∞

s+x
dFX'(z)ds

对u求导得

(δu+c)A(1)
δ (u,x,y)=λAδ(u,x,y)-

λA1(u,x,y)+

(λ1+λ2)∫
u

0
Aδ(u-

z,x,y)d(1-FX'(z))-

(λ1+λ2)I(u>y)∫
∞

u+x
dFX'(z)

对上述方程的u换为t,再对两边从0到u对t积

分得

(δu+c)Aδ(u,x,y)=cAδ(0,x,y)+(δ+

λ)∫
u

0
Aδ(t,x,y)dt-
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λ∫
u

0
A1(t,x,y)dt+(λ1+

λ2)∫
u

0
Aδ(u-z,x,y)×

(1-FX'(z))dz-

(λ1+λ2)∫
u

0
I(t>y)(1-

FX'(t+x))dt (18)

Aδ(u,x,y)= c
δu+cAδ(0,x,y)×

λ
δu+c∫

u

0
A1(t,x,y)dt-

λ1+λ2
δu+c

æ

è
ç

ö

ø
÷∫

u+x

y+x
(1-FX'(t))dt+

∫
u

0
{ [δ+λ+(λ1+λ2)(1-

FX'(u-t))] (δu+c)} ×

Aδ(t,x,y)dt

记K(u,t)=δ+λ+(λ1+λ2)(1-FX'(u-t))
δu+c

,

得到方程(13).再由辅助条件得到的4个方程得

到方程(14)~(16).方程(13)是典型的Volterra
型积分方程:

ϕ(x)=l(x)+∫
x

0
k(x,s)ϕ(s)ds

因此,可获得Aδ(u,x,y)的数值解.类似定理1可

得如下定理2.
定理2 对任意的u>y>0和u>x>0,

有

A1(u,x,y)= c
δu+cA1(0,x,y)-

λ
δu+c∫

u

0
Aδ(t,x,y)dt-

λ
δu+c∫

u+x

y+x
(1-FY'(t))dt+

λ
δu+c∫

u

0
Aδ(u-t,x,y)(1-

FY'(t+x))dt+

∫
u

0
K1(u,t)A1(t,x,y)dt (19)

3 Aδ(0,x,y)的解

用如下形式记Aδ、A1、FX'、FY' 的拉普拉斯变

换:

γ(s)=∫
∞

0
e-usdAδ(u,x,y),

γ1(s)=∫
∞

0
e-usdA1(u,x,y),

ϕ1(s)=∫
∞

0
e-sudFX'(u),

ϕ2(s)=∫
∞

0
e-sxdFY'(x)

并记

β1(s)=∫
∞

y
e-su(1-FX'(u+x))du,

β2(s)=∫
∞

y
e-su(1-FY'(u+x))du,

ξ(s)=sλEY'ϕ2(s)-λ,

η(t)=λ(β2(s)-β(s))

定理3 对任意的u>y>0和u>x>0,

有

 Aδ(0,x,y)= λ

c+λ
A1(0,x,y)+

{∫
∞

0
t

λ
δ-1e-1δ∫t0L(z)dz(λγ1(t)+

(λ1+λ2)tβ1(t))dt}

{(c+λ)∫
∞

0
t

λ
δe-1δ∫t0L(z)dzdt} (20)

A1(0,x,y)= λ

c+λ
Aδ(0,x,y)+

{∫
∞

0
t

λ
δ-1e-1δ∫t0L(z)dz(ξ(t)γ(t)+

η(t))dt} {(c+λ)∫
∞

0
t

λ
δe-1δ∫t0L(z)dzdt}

(21)

证明 对方程 (18)两侧同时取拉普拉斯变

换得

-δdγds+ L(s)-λ
s

æ

è
ç

ö

ø
÷γ(s)=Q(s) (22)

其中

L(s)=c-(λ1+λ2)EX'ϕ1(s),

Q(s)=c+λ
s Aδ(0,x,y)-λ

sA1(0,x,y)-

λ
sγ1(s)-(λ1+λ2)β1(s),

d
dsγ
(s)s

λ
δe-1δ∫s0L(t)dt =-1δs

λ
δe-1δ∫s0L(t)dtQ(s),

γ(s)s
λ
δe-1δ∫s0L(t)dt = 1δ∫

∞

s
t

λ
δe-1δ∫t0L(z)dzQ(t)dt
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令s=0:

0 = 1
δ∫

∞

0
t

λ
δe-1δ∫t0L(z)dzc+λ

t (c+λ
t Aδ(0,x,y)-

λ
tA1(0,x,y)-λ

tγ1(t)(λ1+λ2)β1(t))dt,

Aδ(0,x,y)= {∫
∞

0
t

λ
δ-1e-1δ∫t0L(z)dz(λA1(0,x,y)+

λγ1(t)+(λ1+λ2)tβ1(t))dt}

{(c+λ)∫
∞

0
t

λ
δe-1δ∫t0L(z)dzdt} =

λ

c+λ
A1(0,x,y)+

{∫
∞

0
t

λ
δ-1e-1δ∫t0L(z)dz(λγ1(t)+

(λ1+λ2)tβ1(t))dt}

{(c+λ)∫
∞

0
t

λ
δe-1δ∫t0L(z)dzdt}

类似可得

A1(0,x,y)= λ

c+λ
Aδ(0,x,y)+

{∫
∞

0
t

λ
δ-1e-1δ∫t0L(z)dz(ξ(t)γ(t)+

η(t))dt} {(c+λ)∫
∞

0
t

λ
δe-1δ∫t0L(z)dzdt}

4 结 语

为了给具有相关索赔风险更准确的定价,本

文首先提出了具有相关索赔的风险模型,然后在

市场利率非零情况下得到破产前后盈余的分布表

达式.这些结论是对已有结果的扩充和完善,在实

际中对相关索赔风险定价具有重要指导意义.
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