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摘要:针对竖向荷载、水平荷载与力矩荷载共同作用下的条形基础,在塑性极限分析理论与

Meyerhof“等效宽度”概念的基础上,构造可变的运动许可速度场,推导了复合加载模式下条

形基础承载 力 的 上 限 解.为 了 证 实 上 限 解 的 合 理 性 与 适 用 性,采 用 了 通 用 有 限 元 软 件

ABAQUS进行了数值计算.结果表明,推导的条形基础上限解能够很好地求解复合加载模式

下地基的极限承载力.
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0 引 言

水利、港口、海洋工程结构物不仅受到结构物

自身所引起的竖向荷载的长期作用,而且遭受到

波浪、水流、暴风等引起的水平荷载和力矩荷载的

作用.这些荷载通过基础传到地基上,从而使地基

受到水平荷载、竖向荷载和力矩荷载的共同作用,
这种加载模式一般定义为复合加载模式.复合加

载模式下,地基极限承载力不仅与基础型式、地基

土的强度有关,而且与荷载组合方式密切相关,承
载力公式也往往在经典竖向极限承载力基础上进

行修正.1954年Green给出了考虑竖向荷载与水

平荷载共同作用的理论计算公式,该计算公式没

有考虑力矩荷载的作用[1].
1953年 Meyerhof通过采用“等效宽度”的概

念,提出了考虑竖向荷载和力矩荷载共同作用的

理论计算公式,但没有考虑水平荷载的作用[2].栾
茂田等在极限平衡理论基础上,利用变分原理求

解了条形基础在水平荷载与竖向荷载共同作用下

的地基极限承载力[3],该方法具有严密的理论基

础,能够精确求解地基极限承载力,但是没有提供

简单而实用的计算公式.

为了精确求解复合加载情况下地基的极限承

载力,必须考虑土体的应力-应变本构关系,以及

实际工程的初值条件或边值条件、加载路径与加

载历史等情况[4],一般情况下该方法很难找到问

题的解析解,故针对该问题大都采用有限元方法

进行数值求解.本文在国内外学者研究基础上,利

用土体塑性极限分析原理[5],采用各向同性的

Mohr-Coulomb屈服准则与相关联的流动法则,

在比例加载的条件下构造运动许可的速度场,推
导条形基础在复合加载模式下承载力的上限解;

并利用通用有限元软件ABAQUS对本文上限解

的合理性与适用性进行数值验证.

1 复合加载模式下承载力上限分析

虚功率原理指出[6、7]:对于任意一组静力容

许的应力场和任意一组机动容许的速度场,外力

虚功率等于物体内能耗散率.而且上限定理指出:

在所有运动许可变形场(速度场)所对应的极限荷

载中,真实的极限荷载最小.
根据土体塑性极限分析上限定理,针对宽度为

B的条形基础,本文做出如下假定:(1)条形基础



为完全刚性体,基础与地基间法向可以分离、切向

完全粘结,基础宽度采用“等效宽度”;(2)地基材

料为刚塑性体,满足相关联流动法 则,且 服 从

Mohr-Coulomb屈服准则与简单加载条件;(3)黏性

土地基在复合加载情况下发生整体剪切破坏;(4)
地基破坏区分为3部分:基础底部的主动破坏区、
基础端部的塑性变形破坏区与基础外部的被动破

坏区;(5)基础底部主动破坏区的破坏角度α按照

Mohr破坏圆确定;(6)基础竖向初始速度为v0.
复合加载模式下,按照 Meyerhof“等效宽度”

的概念来考虑力矩荷载.由水平荷载、竖向荷载产

生的力矩分别为 Mh 和 Mv,作用在条形基础上的

总力矩荷载为

M =Mv+Mh = (ev+ehtanδ)PvB=e'PvB
(1)

式中:Mv=evBPv,Mh=ehBPh,Ph/Pv=tanδ,
其中Pv、Ph 分别为基础上的竖向荷载与水平荷

载,ev、eh 分别为竖向偏心距和水平偏心距,e'=
(ev+ehtanδ)为等效偏心距,δ为水平荷载与竖

向荷载间夹角,B 为基础的宽度,条形基础受力模

型如图1所示.

图1 复合加载情况下条形基础受力模式

Fig.1 Thepatternofstripfootingunder

combinedloading

1.1 不排水情况下饱和软黏土地基

1.1.1 运动许可速度场的建立 针对复合加载

情况下饱和黏性土地基上的条形基础,根据土体

塑性极限分析理论,建立如图2所示的运动许可

速度场.

图2 饱和软黏土地基复合加载情况下地

基破坏模式

Fig.2 Thefailuremodeofsaturatedsoftsoil

foundationundercombinedloading

通过 Mohr-Coulomb破 坏 准 则 (τ =c+
σtanϕ)所对应的 Mohr圆,可求得主动破坏区的

滑裂角度α[8],其中 Mohr破坏圆如图3所示.

α= 12arccos
Ph

B'c
æ

è
ç

ö

ø
÷ (2)

式 中:α 为 地 基 破 坏 时 的 滑 裂 角 度;B' =
1-2e'( )B,为条形基础的等效宽度.

图3 饱和软黏土地基Pv 与Ph 共同作

用下的 Mohr破坏圆

Fig.3 TheMohrfailurecircleunderPvand
Phofsaturatedsoftsoilfoundation

1.1.2 内能耗散率 
(1)速度间断面上内能耗散率为

Wab =cosαsinαB'cv0
(3)

Wbc = π
4+αæ

è
ç

ö

ø
÷B'cv0 (4)

Wcd =B'cv0 (5)
(2)扇形变形区内能耗散率为

Wa'bc = π
4+αæ

è
ç

ö

ø
÷B'cv0 (6)

所以内能耗散率为

Win = cosα
sinα+π

2+2α+1æ

è
ç

ö

ø
÷B'cv0 (7)

1.1.3 外力功率 针对条形基础下地基破坏角

度为α的情况,竖向荷载Pv与水平荷载Ph共同作

用下的外力功率为

Wext=Pvv0+Ph
cosα
sinαv0

(8)

1.1.4 条形基础承载力上限解 根据上限分析

定理中的虚功率原理,得条形基础承载力上限解为

Pv+Ph
cosα
sinα=B'c cosαsinα+π2+2α+1æ

è
ç

ö

ø
÷ (9)

化简并进行整理得

Pv

B'c=1+π2+arccos Ph

B'c
æ

è
ç

ö

ø
÷+

1- Ph

B'c
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
;

Pv

B'c≥1+π2

Ph

B'c=±1; 1+π2 ≥
Pv

B'c≥0

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(10)
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力矩方程为

M
B'2c= Pv

B'c
ev+ehtanδ( )

1-2ev+ehtanδ( )
; e'≤0.25

M =0.65B2c; 0.50≥e'≥0.25

ì

î

í

ïï

ïï

(11)
由方程(11)可求得Pv-Ph平面内如图4所示

的破 坏 包 络 图.由 方 程(11)、(12)可 以 做 出

M-Ph-Pv 空间内如图5所示的破坏包络面.

图4 饱和软黏土地基Pv-Ph 平面内破坏包络图

Fig.4 Thefailureenvelopeofsaturatedsoftsoil

foundationinPv-Phplane

图5 饱和软黏土地基 M-Ph-Pv 空间内破坏包络面

Fig.5 Thefailureenvelopesurfaceofsaturated

softsoilfoundationinM-Ph-Pvspace

当等效偏心距e'=0时,复合加载模式简化

为只有水平荷载与竖向荷载的情况,极限承载力

式(11)简化为式(1)所示的 Green解析解.由式

(2)与式(11)可知,当e'≠0时,基础将受到竖向

荷载、水平荷载与力矩荷载的共同作用,随着力矩

荷载的逐渐增大,水平荷载与竖向荷载将逐渐减

小,Pv-Ph 平面内水平荷载与竖向荷载随等效偏

心距e'的变化曲线如图4所示,当力矩荷载一定

时,竖 向 荷 载 随 着 水 平 荷 载 的 增 大 而 减 小.
M-Ph-Pv 空间内水平荷载、竖向荷载与力矩荷载

共同构成的外凸破坏包络面如图5所示.
1.2 一般黏性土地基

1.2.1 运动许可速度场的建立 针对复合加载

情况下黏性土地基上的条形基础,建立如图6所示

的运动许可速度场.通过 Mohr-Coulomb破坏准

则(τ=c+σtanϕ)所对应的Mohr圆可求得主动

破坏区的滑裂角度α,其中Mohr圆如图7所示.

R= c+Pvmax

B'tanϕ
æ

è
ç

ö

ø
÷
cosϕ
1+sinϕ

(12)

α= ϕ
2+12arccos

Ph

RB'
æ

è
ç

ö

ø
÷;Ph∈ [0,R]

α= ϕ
2-12arccos

Ph

RB'
æ

è
ç

ö

ø
÷;Ph∈ [Rcosϕ,R]

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(13)
式中:B'= 1-2e'( )B 为条形基础的等效宽度,

Pvmax 为单一竖向荷载作用下的地基极限承载力,

R 为 Mohr圆半径,ϕ为地基土体内摩擦角.

图6 一般黏土地基复合加载情况下地基破坏模式

Fig.6 Thefailuremodeofgeneralsoilfoundation

undercombinedloading

图7 一般黏土地基Pv 与Ph 共同作用下的

Mohr破坏圆

Fig.7 TheMohrfailurecircleunderPvandPhof

generalsoilfoundation

1.2.2 内能耗散率 
(1)速度间断面上内能耗散率为

Wab =
sin π

2+ϕ-αæ

è
ç

ö

ø
÷cosϕ

sin π
2-ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷cos π

2-α+ϕ
æ

è
ç

ö

ø
÷

B'cv0

(14)

Wbc = sinα

2cos π
2-α+ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷sin π2-ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷tanϕ

×

exptanϕ
π
2-ϕ+2αæ

è
ç

ö

ø
÷[ ]-1æ

è
ç

ö

ø
÷B'cv

(15)

Wcd = sinα

cos π2-α+ϕ
æ

è
ç

ö

ø
÷

exp[tanϕ(π2-
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ϕ+2α) ]B'cv0 (16)

(2)扇形变形区内能耗散率为

Wa'bc = sinα

2tanϕcos
π
2-α+ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷cosϕ

×

exp tanϕ
π
2-ϕ+2αæ

è
ç

ö

ø
÷[ ]-1{ }B'cv0

(17)

(3)重力功率为

Wgrav =B2γv0sinα
2cosϕ

sin π
2+ϕ-αæ

è
ç

ö

ø
÷+

B2γv0sin2αcos π4-ϕ
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2cosϕcos
π
2-α+ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷

×

exp3tanϕ
π
4-ϕ

2+αæ

è
ç

ö

ø
÷[ ]+

v0
cos ϕ

2-π4
æ

è
ç

ö

ø
÷

1+9tan2ϕ
f1 α( )+

v0
sin ϕ

2-π4
æ

è
ç

ö

ø
÷

1+9tan2ϕ
f2 α( ) (18)

式中

f1(α)=exp3tanϕ
π
4-ϕ

2+αæ

è
ç

ö

ø
÷[ ]×

3tanϕsin
π
4-ϕ

2+αæ

è
ç

ö

ø
÷-[

cos π4-ϕ
2+αæ

è
ç

ö

ø
÷ ]+1 (19)

f2(α)=exp3tanϕ
π
4-ϕ

2+αæ

è
ç

ö

ø
÷[ ]×

[sin π
4-ϕ

2+αæ

è
ç

ö

ø
÷+

3tanϕcos
π
4-ϕ

2+αæ

è
ç

ö

ø
÷ ] -

3tanϕ (20)

所以内能耗散率为

Win =Wab +Wbc +Wcd +Wa'bc -Wgrav(21)

1.2.3 外力功率 针对条形基础下地基破坏角

度为α的情况,计算竖向荷载Pv与水平荷载Ph作

用下的外力功率为

Wext=Pvv0+Phv0tan π
2-α+ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (22)

1.2.4 条形基础承载力上限解 根据上限分析

定理可知外力总功率等于内能耗散率,因此条形

基础承载力上限解为

Pv+Phtan π2-α+ϕ
æ

è
ç

ö

ø
÷=

B'c
sin π2+ϕ-αæ

è
ç

ö

ø
÷cosϕ

sin π2-ϕ
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è
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÷cos π2-α+ϕ
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è
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ø
÷

+

B'c sinα

2cos π2-α+ϕ
æ

è
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ö

ø
÷sin π2-ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷tanϕ

×

exptanϕ
π
2-ϕ+2αæ

è
ç

ö

ø
÷[ ]-1æ

è
ç
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ø
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B'c sinα

cos π2-α+ϕ
æ

è
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ø
÷
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π
2-ϕ+2αæ

è
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ø
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B'c sinα

2tanϕcos
π
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æ

è
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ø
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×
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π
2-ϕ+2αæ

è
ç
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ø
÷[ ]-1{ }+

B2γsinα
2cosϕ

sin π2+ϕ-αæ

è
ç
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ø
÷+

B2γsin2αcos π4-ϕ
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2cosϕcos
π
2-α+ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷

×

exp3tanϕ
π
4-ϕ

2+αæ

è
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ø
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cos ϕ
2-π4

æ

è
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1+9tan2ϕ
f1 α( )+

sin ϕ
2-π4

æ

è
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ø
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1+9tan2ϕ
f2 α( ) (23)

式中:f1(α)、f2(α)见式(19)、(20).由式(23)可

以求得水平荷载Ph与竖向荷载Pv在Pv-Ph平面

内的破坏包络图.按照式(1)可以求得力矩荷载

M,并能绘制 M-Ph-Pv 空间内的破坏包络面.针
对c=12kPa,ϕ=24°的情况,利用式(23)可以

做出Pv-Ph 平面内的破坏包络图如图8所示,以

及图9所示的M-Ph-Pv 空间内的破坏包络面.

图8 一般黏性土地基Pv-Ph 平面内破坏包络图
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Fig.8 Thefailureenvelopeofgeneralsoil

foundationinPv-Phplane

复合加载模式下,Pv-Ph 平面内竖向荷载、水平

荷载随着等效偏心距e'的增大而逐渐减小,当偏心

距一定时,水平荷载首先随着竖向荷载的减小而增

大,然后随着竖向荷载的减小而减小,变化曲线如图

8所示.M-Ph-Pv 空间内水平荷载、竖向荷载与力矩

荷载共同构成的外凸破坏包络面如图9所示.

图9 一般黏性土地基 M-Ph-Pv 空间内破坏包络图

Fig.9 Thefailureenvelopesurfaceofgeneral

soilfoundationinM-Ph-Pvspace

2 复合加载模式下承载力数值分析

2.1 ABAQUS数值模型

为了进一步验证上限解的合理性与适用性,

本文采用了通用有限元软件ABAQUS对复合加

载模式下条形基础极限承载力进行了数值计算.
有限元模型包括:条形基础与黏性土地基,如图

10所 示.基 础 宽 度 取 为 B,采 用 刚 性 单 元

(R2D2);黏性土地基长度取为20B,深度取为

10B,采用八节点矩形平面单元(CPE8R),刚性基

础与黏性土地基间为完全粘结.饱和软黏土地基

力学参数:弹性模量E =5.8MPa,泊松比ν=

0.49,内聚力c=12kPa,摩擦角ϕ=0°.黏性土

地基力学参数:弹性模量E=5.8MPa,泊松比ν

=0.4,内聚力c=12kPa,摩擦角ϕ=24°.
采用荷载-位移控制法来求解地基的破坏包

络面.具体的求解过程包括以下3个步骤:

(1)在条形基础中心点施加力矩荷载Mi;

(2)在力矩荷载Mi 的基础上,在条形基础中

心点施加竖向荷载分量Pvi;

(3)在(1)、(2)的基础上,在基础中心点施加

水平位移Uh,直到相应的水平荷载不再随位移的

增加而变化,此时求得的水平荷载即为极限荷载.
通过上述加载过程可以求得破坏包络面上一

个破坏点(Mi,Pvi,Phi).按照该荷载- 位移控制

法,逐渐改变基础中心点处的荷载分量,最终可以

求得破坏包络面上所有的破坏点.

图10 有限元计算模型

Fig.10 Thenumericalmodeloffinite-elementmethod

2.2 不排水情况下饱和软黏土地基

2.2.1 地基破坏模式 针对等效偏心距e'=

0.2,Pv/Ph =5的情况进行数值计算,求得破坏

模式如图11所示.图11表明:复合加载情况下,

地基破坏模式呈现非对称性,不再是Prandtl对

称性破坏模式.破坏区域包括三部分:基础下方的

三角形主动区、基础端部的扇形变形区和基础外

部的三角形Rankine被动区.将该破坏模式与图

2所示速度场进行对比,结果发现:按照滑移线场

理论所假定的破坏模式和有限元数值计算所得到

的破坏模式一致.

图11 ABAQUS计算所得饱和软黏土地基内等效塑性应变εp 分布图
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Fig.11 ThedistributionofεpinsaturatedsoilfoundationundercombinedloadingcalculatedbyABAQUS

2.2.2 结果分析 针对e'=0、0.1、0.2、0.3、0.4
等5种不同的等效偏心距,对复合加载情况下地

基的极限承载力及其破坏模式进行了数值计算,

计算所得到的水平荷载与竖向荷载平面内的极限

荷载包络图如图12所示.通过对本文上限解与

ABAQUS数值解的对比与分析,可以发现:(1)

地基承载力上限解所形成的破坏包络图同有限元

数值计算结果十分吻合;(2)当作用在条形基础上

的力矩荷载恒定时,随着基础上水平荷载的逐渐

增大,竖向荷载呈逐渐减小趋势.

ABAQUS有限元数值模拟的饱和软黏土地

基破坏模式,可以归结为如下3种情况:(1)水平

偏心距eh 较大时的倾覆破坏;(2)基础与地基间

的表层滑动破坏;(3)地基深层滑动破坏,如图13
所示.由图13可知:(1)当地基与基础接触面间水

平剪应力大于最大抗剪强度τf 时,地基发生表层

滑动破坏,破坏角度α=0°,如图13(2)所示.(2)

当竖向荷载Pv>(1+π/2)B'c时,地基发生深层

滑动破坏,如图13(3)所示.可按式(3)计算滑裂

面角度α.(3)当水平偏心距eh 较大时,条形基础

发生倾覆破坏,如图13(1)所示.

图12 饱和软黏土地基本文理论解与数值解

计算结果对比图

Fig.12 Thecomparisonofresultsofsaturatedsoil

foundation between upper-bound solution

andthesolutionofABAQUS

图13 复合加载情况下饱和软黏土地基3种不同的破坏模式

Fig.13 Thethreefailuremodesofsaturatedsoilfoundationundercombinedloading

2.3 一般黏性土地基

2.3.1 地基破坏模式 针对等效偏心距e' =

0.2、Pv/Ph =5的情况进行数值计算,求得破坏

模式如图14所示.破坏区域包括三部分:基础下

方的三角形主动区、基础端部的螺旋变形区和基

础外部的三角形Rankine被动区.将该破坏模式

与图6所示速度场进行对比,结果发现:按照滑移

线场理论所假定的破坏模式和有限元数值计算所

得到的破坏模式一致.

2.3.2 结果分析 针对e'=0与e'=0.2两种

情况,对复合加载情况下地基的极限承载力及其

破坏模式进行了数值计算,计算结果如图15所
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示.由图15可知:(1)复合加载模式下,条形基础 承载力上限解所形成的包络图同有限元数值计算

图14 ABAQUS计算所得到的黏性土地基内等效塑性应变εp 分布图

Fig.14 ThedistributionofεpinsoilfoundationundercombinedloadingcalculatedbyABAQUS

图15 黏性土地基本文理论解与数值解计

算结果的对比

Fig.15 Thecomparisonofsoilfoundationof

results between upper-bound solution

andthesolutionofABAQUS

结果十分吻合;(2)当条形基础上力矩荷载恒定

时,基础上的水平荷载首先随着竖向荷载的减小

而增大,然后随着竖向荷载的减小而减小.
将图16与图13进行对比分析可知,复合加

载情况下,黏性土地基破坏模式同饱和软黏土地

基破坏模式一致.包括:(1)水平偏心距eh 较大时

的倾覆破坏;(2)条形基础与地基间的表层滑动破

坏;(3)地基深层滑动破坏.

图16 复合加载情况下黏性土地基3种不同的破坏模式

Fig.16 Thethreefailuremodesofsoilfoundationundercombinedloading

3 结 论

(1)文中提出的承载力上限解,考虑了水平荷

载、竖向荷载与力矩荷载的共同作用,能够很好地

求解复合加载情况下地基的极限承载力,同时表明

文中提出的运动许可速度场是一个真实的速度场.
(2)水平荷载偏心距eh 对地基的深层滑动破
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坏模式影响较小;而对地基的浅层滑动破坏模式

影响较大,容易造成建筑物发生倾覆破坏.
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Upper-boundlimitanalysisofbearingcapacity
ofstripfootingduetocombinedloading

ZHANG Qi-yi1,2, LUAN Mao-tian*1,2, YANG Qing1,2

(1.StateKeyLaboratoryofCoastalandOffshoreEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China;

2.InstituteofGeotechnicalEngineering,SchoolofCivilandHydraulicEngineering,DalianUniversityofTechnology,

Dalian116024,China)

Abstract:BasedontheMeyerhof'seffectivewidthofstripfootingandtheplasticlimitanalysis

theory,anupper-boundsolutionofstripfootingundervertical,horizontalandmomentloadsdueto

combinedloadingispresentedbyconstructingvariablepermissivemovingfield.Inordertoverifythe

rationalityandapplicabilityofthistheoreticalsolution,numericalsolutionisachievedbyusingthe

general-purposeFEManalysispackageABAQUS.Theresultsindicatethattheupper-boundsolution

ofstripfootingduetocombinedloadingisaccuratetocalculatethebearingcapacityoffoundation

perfectly.

Keywords:combinedloading;effectivewidth;bearingcapacity;stripfooting;upper-boundlimit

analysis
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