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摘要:采用复变函数和保角变换的方法,对受压条件下张开型裂纹面的变形规律进行了分

析,得出了变形过程中裂纹面新构型的参数方程,并给出了新的裂纹面构型的保角变换关系

式;考虑到椭圆裂纹面在高围压下产生的较大变形,采用几何非线性的分析方法分析了构型

方程参数的理论解,并与小变形线性方法的结果进行了对比分析,表明采用小变形结果误差

不大.扩充了受压条件下岩石张开型裂纹的非奇异断裂理论,为研究受压条件下裂纹面的闭

合规律和裂纹变形对断裂破坏规律的影响提供了理论依据.
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0 引 言

受压条件下岩石断裂问题一直是岩石断裂力

学的重要方向.无论在工程实际中岩石内部裂纹,
还是在实验中预制的裂纹,真正的闭合裂纹比较

少,往往都是张开型的钝裂纹(椭圆裂纹).裂纹的

破坏和闭合是研究张开型裂纹的两个重要方向.
岩体在高围压作用下往往能承受很大的压力,从
而使裂纹面产生较大的变形,直至闭合,这为很多

的实验证实[1].
在研究裂纹面的破坏规律中,李银平等[2]在

实验中发现了裂纹扩展规律与裂纹的几何形状存

在较大的关系.在研究张开型裂纹的破坏规律时,
张开型的裂纹面典型如椭圆裂纹面,在压缩作用

下,其开裂与否和其裂纹面的周边拉(压)应力的

分布相关,这与直线型裂纹的破坏模式不同.直线

型裂纹的裂纹面尖端存在着应力奇异问题,其开

裂与否和裂尖的周向应力分布有密切的关系,而
椭圆裂纹表面存在着应力集中,在闭合之前,没有

应力奇异的问题,一般靠裂纹面的周向应力分布

情况来判断其是否起裂,而裂纹的起裂位置也不

在裂纹面尖端,这已经被很多的理论和实验所证

实[1、3~6],所以在分析张开型裂纹的起裂问题时更

注重对裂纹面周向应力分布的分析.从力学分析

来看,裂纹面形状决定了其表面周边应力的分布

情况,然而在以前的张开型裂纹破坏载荷分析

中[1、3、4、7、8],并没有考虑到裂纹面形状变化对裂纹

面的周边应力分布的影响,而是直接采用受力前

裂纹面的构型分析裂纹面周边应力的分布规律,
这势必对裂纹开裂载荷和方向角的大小带来一定

影响,所以研究裂纹面形状的变化对研究张开型

裂纹面的破坏具有一定的意义.
在研究裂纹面的闭合规律中,通过分析高围

压下裂纹面的变形过程,确定出裂纹面构型的变

形规律,是研究裂纹面存在状态的基础.而在诸多

的文献中对此研究很少,通常都是简单地按线性

的方法一次性计算裂纹面变形的大小[4、8~10],对
裂纹面构型的变化规律缺乏深入的研究,这给裂

纹面的闭合分析带来了困难.文献[5]采用正弦曲

线近似地描述变形过程中裂纹面的构型,然后进

行裂纹面的闭合分析,结论有一定的近似性.
本文在断裂理论的基础上,运用大变形分析

方法分析裂纹面构型的变化规律,并给出新构型

下的保角变换;采用积分方程的方法,得出裂纹面



构型参数的理论解,为分析裂纹的闭合条件提供

理论基础,同时也为分析裂纹面变形对张开型裂

纹开裂规律的影响提供理论支持.

1 断裂力学基本理论

对于双向受压的中心椭圆斜裂纹模型,如图

1所示(本文只对平面状态进行讨论).其中σ1 和

σ2 分别为模型所受的压应力(本文以受压为正),

σ2 =λσ1,0≤λ≤1,α为x 轴与σ1 的夹角,a和b
分别是椭圆裂纹的长轴和短轴,a=ρb,0≤ρ≤
1;坐标系为x-y,裂纹面的椭圆方程为

x=acosθ
y=bsinθ

(1)

图1 张开型裂纹模型

Fig.1 Themodeloftheopencrack

采用保角变换方法将裂纹面变换为单位圆,
将裂纹面外部变换到单位圆的内部,变换关系式

为[6]

z=ω(ξ)=R(mξ+1/ξ) (2)
式中

m =a-b
a+b

,R=a+b
2

(3)

由裂纹面的位移公式

2G(ux +iuy)=kφ(ξ)-
ω(ξ)
ω'ξ( )

φ'(ξ)-ϕ(ξ)

(4)
进一步地可得出z平面上ux 和uy 的表达式:

ux =-dcosθ+esinθ
uy =ecosθ+fsinθ

(5)

其中

d=-R(κ+1)σ1{[(m1-1)(1+λ)-
2(1-λ)cos2α]/8E};

e=-R(κ+1)σ12
(1-λ)sin2α
8E sinθ;

f=-R(κ+1)σ1{[(m1+1)(1+λ)-

2(1-λ)cos2α]/8E} (6)

d、e和f分别表示裂纹面的位移参数,G为剪切模

量,κ为常数,满足

κ=
3-ν
1+ν

; 平面应力

3-4ν; 平面应变
{

2 受压下椭圆裂纹构型的变化规律

考虑到岩体中椭圆裂纹在较高压应力作用下

才能产生闭合,而在闭合前裂纹面将产生较大的

变形,尤其对于复杂的加载过程,虽然在弹性小变

形范围内计算出的总变形和加载过程无关,但考

虑到裂纹面加载过程中随时可能闭合,从而导致

边界条件的变化,所以需要研究裂纹的整个变形

过程.本文采用几何非线性研究方法,引入了两种

坐标系:Euler坐标系和Lagrange坐标系.Euler
坐标系是初始坐标系,不随加载过程的变化而变

化;Lagrange坐标系随加载过程的变化而变化.
取z平面坐标系作为Euler坐标系,取ξ平面坐

标系作为Lagrange坐标系.当裂纹面的当前构型

发生变化时,保角变换表达式将随之发生变化,ξ
平面的坐标系也将发生变化,从而Lagrange坐标

系发生变化.
在分析裂纹变形的过程中,首先把z平面内

的裂纹面变换到ξ平面内,然后把加载过程微分

dσ1,在ξ平面根据断裂力学知识计算出来dσ1 作

用下裂纹面的位移,并将计算结果变换回z平面

内,然后在z平面中对dσ1 进行积分计算,这样就

在z平面上得到了整个加载过程中裂纹面的变形

过程.在整个过程中采用Lagrange坐标系推导

公式,然后转化到Euler坐标系中进行变形计算

分析.
开始加载前,裂纹面参数方程满足式(1),保

角变换满足式(2);加载后,裂纹面的位移参数e
已不为零,这时裂纹面的构型方程变为

x= (a-d)cosθ+esinθ
y=ecosθ+(b+f)sinθ

(7)

其中d、e和f 也称裂纹面的构型参数,由于原来

裂纹构型方程已经发生变化,保角变换式(2)不

再适应,应采用新的保角变换(8)进行变换:

z=ω(ξ)=R(m1ξ+im2ξ+1/ξ) (8)

其中
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m1 =
(a-d)-(b+f)
(a-d)+(b+f)

;

m2 = 2c
(a-d)+(b+f)

;

R=
(a-d)+(b+f)

2
(9)

当继续加载时,根据式(4)、(5),这时新裂纹

面构型下的位移为

d=-R(κ+1)σ1{[(m1-1)(1+λ)-
2(1-λ)cos2α]/8E};

e=-R(κ+1)σ1{[2(1-λ)sin2α-
(1+λ)m2]/8E}sinθ;

f=-R(κ+1)σ1{[(m1+1)(1+λ)-
2(1-λ)cos2α]/8E} (10)

这时加载后裂纹面的构型仍可以写成形如式

(7)的方程,保角变换则可以写成式(8),继续加

载,则可重复以上计算.
因此裂纹面在加载过程中,其新的构型方程

总满足式(7),新的保角变换满足式(8)、(9),只要

求解得到构型方程的参数d、e和f,即可以求出加

载过程中任何载荷下裂纹面的形状.

3 裂纹面构型方程参数求解

在求解裂纹面构型参数时,如果不考虑变形

过程中裂纹面构型的变化对计算的影响,即小变

形假设,计算结果是线性解,采用式(10)计算即

可,但这对于高围压下裂纹变形较大的情况时可

能会产生一定的误差;如果考虑变形过程中裂纹

面构型的变化对裂纹面位移参数的影响,这将是

几何非线性问题.本文按照大变形非线性方法计

算出裂纹面构型参数的最终理论解,从而分析高

应力下其非线性特征,以及高应力作用下采用小

变形线性计算的裂纹面构型参数的误差.
根据圣维南原理可知裂纹面构型的变化对远

端边界应力条件影响很小,在分析中边界应力采

用原来构型的应力,而研究裂纹面变形过程则要

考虑裂纹面构型的变化对其的影响.基于这种思

想,分析了裂纹面位移参数d(σ)、e(σ)和f(σ)的

表达式.
设加载过程中任一时刻σ1 =σ和σ2 =λσ,裂

纹面 当 前 构 型 中 的 位 移 参 数 为 d(σ)、e(σ)和

f(σ),在应力微元dσ作用下,裂纹面构型参数为

d(d(σ))= (κ+1)
(b+f(σ))(1+λ)

8G dσ+(κ+1)
(1-λ)a-d(σ)+b+f(σ)[ ]cos2α

8G dσ;

d(e(σ))=-(κ+1)
(a-d(σ)+b+f(σ))(1-λ)sin2α

8G dσ+
(κ+1)(1+λ)e(σ)

8G dσ;

d(f(σ))= (κ+1)-
(a-d(σ))(1+λ)

8G dσ+
(κ+1)(1-λ)a-d(σ)+b+f(σ)[ ]cos2α

8G dσ(11)

对式(11)积分并化简,可得裂纹面构型参数为

d(σ1)=∫
σ1

0

(κ+1)b(1+λ)+(a+b)(1-λ)cos2α[ ]

8G dσ+

∫
σ1

0
f(σ)

(κ+1)(1+λ)+(1-λ)cos2α[ ]

8G dσ-∫
σ1

0
d(σ)

(κ+1)(1-λ)cos2α
8G dσ;

f(σ1)=∫
σ1

0
-
(κ+1)a(1+λ)-(1-λ)(a+b)cos2α[ ]

8G dσ+∫
σ1

0
f(σ)

(κ+1)(1-λ)cos2α
8G dσ+

∫
σ1

0
d(σ)

(κ+1)(1+λ)-(1-λ)cos2α[ ]

8G dσ;

e(σ1)=∫
σ1

0

(κ+1)(1+λ)e(σ)
8G dσ-∫

σ1

0
(κ+1)

(a-d(σ)+b+f(σ))(1-λ)sin2α
8G dσ (12)

式(12)中d(σ)和f(σ)组成一个Voltern第二类

积分方程组,解方程组(12)可得

d(σ)=C1er1σ+C2e-r1σ+a;

f(σ)=C3er1σ+C4e-r1σ+b;

e(σ)=C5(σ)er1σ+C6e-r1σ+

2(1-λ)b
(1+λ)sin2α

(13)

其中

r1 =
(κ+1)(1+λ)

8G
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C1 =-
(a-b)(1+λ)-(a+b)(1-λ)cos2α

2(1+λ)

C2 =-
(a+b)(1+λ)+(a+b)(1-λ)cos2α

2(1+λ)

C3 =-
(a+b)(1+λ)-(a+b)(1-λ)cos2α

2(1+λ)

C4 =-
(b-a)(1+λ)+(a+b)(1-λ)cos2α

2(1+λ)

C5(σ)=
(a+4b)(1-λ)
2(1+λ) sin2α+

σb
(1-λ)(κ+1)

8G sin2α

C6 =-a(1-λ)
2(1+λ)sin2α

从解(13)的形式来看,裂纹面位移参数的变

化规律随压缩载荷大致呈指数函数形式,其非线

性程度和岩体所受的压缩载荷大小直接相关.
为了方便分析非线性程度,同时便于求解,对

以上的位移方程(13)在σ=0处进行泰勒展开可

得

 d(σ)=∑
n

i=1

ri C1+(-1)iC2[ ]

i!
(σ
G
)i+Δd;

f(σ)=∑
n

i=1

ri C3+(-1)iC4[ ]

i!
(σ
G
)i+Δf;

e(σ)=L1
2∑

n

i=1

ri-1 (4-2n)b+(-1)n-1a[ ]

i! ×

σ
G

æ

è
ç

ö

ø
÷

i

+Δe (14)

分析式(14),当n=1时,也就是裂纹表达式

的线性项部分,代入参数化简可得

d1=-(κ+1)-b(1+λ)-(1-λ)(a+b)cos2α
8G σ;

e1 =-(κ+1)
(a+b)(1-λ)sin2α

8G σ;

f1 =-(κ+1)a
(1+λ)-(1-λ)(a+b)cos2α

8G σ

(15)
式(15)与各位移参数的线性解(6)相同,即

非线性解(15)可以退化到线性解(6),这从一方

面验证了裂纹面位移参数表达式(13)的正确性.
令p =σ1(1+λ)/2,p 为静水压力,结合式

(15)可得到线性计算裂纹变形参数的最大绝对

误差为

Δd=-a
(κ+1)p
4G

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
;

Δf=-b
(κ+1)p
4G

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
;

Δe=-e1
(κ+1)p
4G

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
(16)

从式(16)可以计算出各位移参数的相对误差.从

式(16)可以看出,当静水压力远小于材料的剪切

模量时,采用线弹性计算裂纹面构型参数误差很

小,即直接采用式(10)计算裂纹面的构型参数;如

果静水压力很大时,采用线性分析会带来一定的

误差,采用本文理论解式(13)更为准确.

4 讨 论

由于在建立受压作用下裂纹面变形方程的过

程中,计算裂纹面位移参数是建立在裂纹面当前

构型基础上,当加载的载荷值取微元时,剪切模量

取对应于该点应力值的模量,从而可以采用积分

方法计算.所以上述方法同样适合于非线性弹性

岩石裂纹面的变形分析.非线性弹性岩石材料中,

积分方程(12)适合,只是积分核不再是常数,通过

解Voltern第二类积分方程组可得裂纹面构型参

数,已知剪切模量G 的表达式可求得裂纹面参数

的解.

5 算例分析

本算例应用了软岩砂质岩参数,弹性模量E

=1GPa,泊松比ν=0.35,载荷σ2=λσ1,裂纹面参

数b=1.5cm,a=10cm,曲率半径0.02cm,α=

30°.
加载过程分两步.第1步:σ11=70MPa,λ=1;

第2步:σ21=70MPa,λ=0,参考图1.
首先分别采用式(10)和式(13)计算裂纹面构

型参数的线性解和理论解,并计算了线性计算方

法的误差,如图2和3,反映加载中裂纹面构型参

数的非线性特性.
综合图2和3分析可知:裂纹面构型参数中,

参数d的理论值和线性值差别较大,其他的理论

值和线性值差别较小,这和式(16)的计算结果相

符.从中看出,对一般的加载过程(加载远小于剪

切模量时),裂纹面构型参数可直接采用线性解式

(11)计算裂纹面构型参数.
根据所求的裂纹面构型参数可得加载过程中

裂纹面构型的变化,如图4.
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图2 加载过程中裂纹面构型参数变化

Fig.2 Displacementparametersvaryingwithloading

图3 加载过程中裂纹面构型参数误差的变化

Fig.3 Errorofdisplacementparametersvarying

withloading

图4 加载过程中裂纹面形状的变化

Fig.4 Sharpsofthecracksurfacevaryingwithloading

对应于以上的加载过程,在第1步加载结束

后,裂纹面构型方程为

x=9.8157cosθ

y=0.2715sinθ

当第2步加载到σ21=59.6MPa时,裂纹面发

生了闭合,这时裂纹面的方程为

x=9.5377cosθ-0.4569sinθ

y=-0.4569cosθ+0.0219sinθ
消去参数以上的构型方程等价于一个直线方

程:0.4569x+9.5377y=0.
显然裂纹面构型方程发生很大的变化,即其

形状在加载过程中也发生了较大的变化,且当第

2步加载到σ2
1=59.6MPa时裂纹面从原来的张

开型转为闭合,若继续加载裂纹面将会出现摩擦

作用,裂纹面的边界条件将发生变化,这时研究裂

纹面的构型显然有重要意义.

6 结 语

通过几何非线性的分析方法,分析了加载过

程中裂纹面构型的变形规律.给出了加载过程中

新的裂纹面构型的参数方程形式,并给出了变形

后裂纹面构型的保角变换形式,形式简单便于进

行理论推导分析.
采用几何非线性的方法得出了裂纹面构型参

数的理论解,误差分析表明,当载荷远小于剪切模

量的数值时,可直接采用其线性解得出裂纹面的

构型方程,误差不大.
本文分析表明高围压作用下裂纹面的形状会

发生很大的变化,直至最后闭合,导致裂纹面应力

边界条件的变化,所以在分析张开型裂纹的闭合

和破坏时,应该考虑裂纹面的构型变化.本文给出

了变形后裂纹面的构型方程及保角变换关系式,

从而可很方便地分析裂纹面的闭合情况以及裂纹

面变形对其表面应力分布的影响,为分析张开型

裂纹面的闭合破坏规律提供了理论依据.
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Researchondeformationofcracksurface
ofrockmassesunderhighconfiningcompression

LI Qiang1,2, YANG Qing*1,2, LUAN Mao-tian1,2

(1.StateKeyLaboratoryofCoastalandOffshoreEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China;

2.InstituteofGeotechnicalEngineering,SchoolofCivilandHydraulicEngineering,DalianUniversityofTechnology,

Dalian116024,China))

Abstract:Thelawofthedeformationoftheopencracksurfaceundercompressionisresearched.The
methodsofcomplexfunctionandconformaltransformationarecombinedtoconstructtheparameter

functionwhichdescribesthedeformingcracksurface.Furthermore,thenewexpressionofconformal

transformationforthedeformedcrackisdeducedtoanalyzethecharacteristicsofclosureandfracture

oftheopencrack.Consideringthelargedeformationofcracksurfaceunderhighconfiningpressure,

geometricnon-linearanalysismethodisutilizedtofixtheparameters,whoseresultsarecontrasted

withthosebylinearanalysismethod,anditisshownthatlittleerroriscausedbysmalldeformation

assumption.Basedontheproposedmethod,thedeformationofcracksurfaceiscalculatedunderany
loads,whichshowsvalidityofconclusion.Theaboveresultdevelopsthetheoryofnonsingular

fracturemechanics,whichwillprovidethetheoreticalbasisbothforthestudyofclosinglawofcrack

surfaceundercompressiveloadingandthestudyofthecrackdeformation'sinfluenceonthecrack's

breaking.

Keywords:fracturemechanics;lawofdeformation;closinglaw;confiningpressure;opencrack
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