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随机相关结构下单因子混合高斯模型CDO定价问题
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摘要:CDO是近十年来发展最为迅速的信用衍生产品之一,其核心问题为如何对CDO分券

层进行定价.基于此,通过引进混合高斯分布建立了随机相关结构条件下的单因子混合高斯

定价模型,进一步给出了单个资产违约的概率分布,据此得出了整个资产池累积违约损失的

概率分布,并分别得出了基于伯努利随机相关结构和对称随机相关结构条件下的具体表达形

式.在分析CDO分券层损失面的预期损失和收益面的预期收入的基础上,利用无套利定价原

理得出了CDO分券层的合理信用价差.
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0 引 言

CDO(collateralizeddebtobligation),即债务

抵押证券,是近几年国际金融市场上发展最为迅

猛的信用衍生产品.它以抵押债务信用为基础,通

过各种资产证券化技术,对债券、贷款等资产组建

资产池,重新分割投资回报和风险,以满足不同投

资者需要的创新性衍生证券产品.它的主要结构

是由创始银行(创始机构或发起人)向债务人取得

债权(包含贷放款项及债券)之后,将此债权以真

实出售的方式转移至SPV(特殊目的的受托机

构),通过SPV将缺乏流动性且具违约可能之债

权组合风险予以分散,并通过信用评级公司进行

评级,然后重新包装成具有不同优先水平的分券

层(tranche)发行给投资人.分券层一般分为高级

分券层(seniortranche)、中级分券层(mezzanine

tranche)和股权级分券层(equitytranche)3种,其

中中级分券层还可根据不同的投资需求进一步细

分.从资产池证券组合中得到的利息和本金按照

“瀑布(waterfall)”机制进行分配,即首先满足高

级分券层的支付,其次是中级分券层,依此类推,

最后是股权级分券层.这样,抵押组合所发生的损

失首先由股权级分券层承担,然后依次由中级分

券层及高级分券层承担,分券层级别越高所承担

的风险越低,得到的利息也相应降低.

CDO对不同分券层的定价核心是资产池违

约损失的计算,难点是标的资产之间违约相关性

的度量,具有代表性的模型是因子Copula模型.
资产池的标的资产价值由市场共同因子、个别因

子及其相关系数给出,最初市场共同因子的分布

由高斯分布[1、2]给出.由于金融市场数据普遍存

在“厚尾现象”,而高斯分布不具备尾部相关性,此

模型与市场数据的偏差较大[3、4],且很难定量刻

画“相关性微笑”(correlationsmile)现象,于是文

献[3]提 出 了 双t-分 布(doublet-distribution)

Copula模 型,文 献 [4]提 出 了 NIG(normal

inverseGaussian)Copula模型,文献[5]提出了多

变量指数模型,同时文献[6]引入随机相关系数用

以解决相关性微笑现象,这些模型较大地提高了

模型与市场数据的拟合程度,并一定程度上解决

了相关性微笑问题.为进一步提高模型与市场数



据的拟合程度,文献[7]提出了两种高斯分布混合

的Copula模型,文献[8]通过实证分析发现利用

3种高斯分布的混合高斯模型所得结果拟合程度

更高,同时指出随着分券层数的增多,需要多个高

斯分布混合才能有效提高拟合程度.综上所述,为

了更加有效地对CDO分券层进行定价,需构建

多个高斯分布的混合因子模型,同时还要分析因

子模型中的市场共同因子与个别因子间的相关性

微笑问题.基于此,本文用混合度为I的混合高斯

分布表示市场共同因子,将市场共同因子和个别

因子之间的相关系数由常数型或确定型的静态结

构推广到随机条件下的动态结构,建立混合高斯

因子CDO定价模型.以此模型为基础,讨论整个

资产池的累积违约损失概率分布,给出CDO分

券层的定价公式.

1 模型介绍

定义1(混合高斯分布) 记p(x;μl,σl)为一

高斯分布密度,则称

∑
I

l=1
wlp(x;μl,σl)= 1δ∑

I

l=1

wl

2πσl

exp -
(x-μl)2

2σ2l
æ

è
ç

ö

ø
÷

(1)

为期望为0、方差为1、混合度为I的混合高斯分布,

记为fMG(wl;μl,σl).其中wl =1-∑
m≠l

wm ∈[0,

1];δ= ∑
I

l=1
wl(σ2l +μ2l);μl =

- ∑
m≠l

wmμm( )

wl
;

m,l=1,2,…,I.
注1 在定义1中,若I=1,则w1 =1,μ1

=0,δ=σ1.
定义2(单因子混合高斯模型) 假定CDO

的抵押资产池由n个标的资产组成,第i个标的资

产价值Xi 受市场共同因子Y 与个别因子εi 影响,

满足如下关系:

Xi =ρiY+ 1-ρ2iεi;i=1,2,…,n (2)

式中:Y 为混合度为I的混合高斯过程;εi 为标准

高斯过程,其概率分布记为Φ(0,1),且εi 与εj

(i≠j)相互独立;Y 与εi 相互独立;ρi∈ [0,1],

为独立于Y 与εi 的随机变量(保证了Xi|(ρi,Y)

与Xj|(ρj,Y)间的相互独立性).

注2 令FXi
(x)表示随机变量Xi 的概率分

布函数,那么当ρi为常数ρi时,FXi
(x)可以通过随

机向量函数的概率分布计算方法求出,把它记做

FXi|ρi
(x),则

FXi|ρi
(x)= 1

2π ∬
ρiy+ 1-ρ2iεi<x

[fMG(y)×

exp(-v2/2)]dvdy=
1
2π∫

+∞

-∞
[fMG(y)×

∫
(x-ρiy)/ 1-ρ2i

-∞
exp(-v2/2)]dvdy (3)

下面给出两种常见的随机相关结构[6、7]:

定义3(伯努利随机相关结构) 称相关系数

ρi 为伯努利随机相关结构,若ρi 满足

ρi = (1-Bi)ρ'+Biρ″ (4)

其中Bi(i=1,2,…,n)服从伯努利分布,满足pρ'

=P{Bi=0},pρ″ =P{Bi=1},且诸Bi间相互独

立;ρ',ρ″∈ [0,1],为两不相等的常数.
定义4(对称随机相关结构) 若随机相关系

数ρi 满足如下形式:

ρi = (1-Bs)(1-Bi)ρ+Bs (5)

其中ρ∈ [0,1],为常数,Bs与Bi(i=1,2,…,n)

为相互独立且均服从伯努利分布的随机变量,称

ρi 为对称随机相关结构.
注3 不论 Bi、Bs 取0还是1,可以验证

1-ρ2i 始终与(1-Bs)[1-ρ2(1-Bi)+Bi]

相等,因此在对称随机相关结构下,式(2)可写为

 Xi = [(1-Bi)(1-Bs)ρ+Bs]Y+

(1-Bs)[(1-Bi) 1-ρ2 +Bi]εi (6)

从式(6)可以看出,市场共同因子和个别因子的

系数除ρ和 1-ρ2 的差别外具有对称特征,故把

具有式(5)特征的随机结构称为对称随机相关结

构.

2 资产池累积损失的概率分布

记Ki为资产池中第i家公司标的资产价值的

违约边界,其违约时间定义如下:

 τi∶=inf{t≥0:Xi≤Ki};i=1,2,…,n (7)
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那么,第i个标的资产违约时间的概率分布为

Fτi
(t)=P{τi≤t}=

P{ρY+ 1-ρ2iεi≤Ki}=

∫
+∞

-∞
fMG(y)∫

1

0
E[I{ρiY+ 1-ρ2iεi≤Ki}|(ρ

i =

ρ,Y =y)]dFρi(ρ)dy=

∫
+∞

-∞
fMG(y)∫

1

0
P{ρy+ 1-ρ2εi≤

Ki-ρy|(ρi =ρ,Y =y)}dFρi(ρ)dy

(8)

其中P 与E 分别是关于ε的概率与数学期望,混

合高 斯 密 度 函 数 fMG(y) = ∑
I

i=1
[ wi

2πσi
×

exp -
(y-μi)2

2σ2i
æ

è
ç

ö

ø
÷ ] 为Y 的密度函数,Fρi 为ρi 的

概率分布函数.

从Fτi
(t)=P{τi≤t}=P{ρiY+ρ2iεi≤Ki}

可以看出,如果知道Fτi
(t),可以求出违约边界,

则 Ki = F-1
Xi
(Fτi
(t)); 特 别 地, 记 Ki =

F-1
Xi|ρ
(Fτi
(t))为在ρi =ρ条件下的违约边界值.在

通常 情 况 下,Ki 往 往 借 助 于 违 约 率 (hazard

rate)hi 给出,根据违约率的定义[9、10]可知

hi(t)=
fτi
(t)

1-Fτi
(t)=

1
1-Fτi

(t)
dFτi

(t)
dt

(9)

即

Fτi
(t)=1-exp -∫

t

t0
hi(s)ds( ) (10)

于是

Ki =F-1
Xi 1-exp -∫

t

0
hi(s)ds( )[ ] (11)

假定资产池满足齐次性,即对所有的i=1,

2,…,n来说,ρi=ρ(ρ 为随机变量),Ki=K,每一

标的资产的回复率Ri =R∈[0,1),违约率hi =

h,记pi(t|(ρ =ρ,Y=y))=P{τi≤t|(ρi=ρ,

Y =y)}为第i标的资产在(ρi=ρ,Y=y)条件下

的违约时刻概率,则

pi(t|(ρi =ρ,Y =y))=

P{τi≤t|(ρi =ρ,Y =y)}=

P{Xi≤Ki|(ρi =ρ,Y =y)} (12)

则齐次资产条件下pi(t|(ρ =ρ,Y =y))对所有

的i相同,记为p(t|(ρi=ρ,Y=y)).根据在(ρi,

Y)条件下Xi 之间的相互独立性知

P{(τγ1 ≤t,…,τγm ≤t)|(ρ =ρ,Y =y)}=

∏
m

j=1
P{τγj ≤t|(ρ =ρ,Y =y)}=

∏
m

j=1
pγj
(t|(ρ =ρ,Y =y)) (13)

其中γj(j=1,…,m)为取值于{1,2,…,n}的整

数.

定义违约计数过程N(t)=∑
n

i=1
I{τi≤t}

(在初始

时刻t0 处满足N(t0)=0),则t时刻资产池的累

积违约损失为

L(t)=M∑
n

i=1

(1-R)I{τi≤t}=M(1-R)N(t)

(14)

其中M 为每一标的资产的名目本金.
由式(14)可 以 看 出,L(t)的 取 值 范 围 为

Π =̂ {0,M(1-R),…,nM(1-R)},且满足

P{L(t)=C}=P N(t)= C
(1-R)M{ }

(15)

其中C∈Π.

由Xi 在(ρi =ρ,Y =y)条件下的独立性知,

在(ρi=ρ,Y=y)的条件下τi之间亦相互独立,且

在齐次资产池的条件下,所有的pi(t|(ρ =ρ,Y

=y))均等于p(t|(ρ =ρ,Y =y)),故

P{N(t)=k|(ρ =ρ,Y =y)}=

∑
{γ1,…,γk}∈{1,…,n}

P{(τγ1 ≤t,…,τγk ≤t)|(ρ =ρ,

Y =y)}=
n
k
æ

è
ç

ö

ø
÷[p(t|(ρ =ρ,Y =y))]k[1-

p(t|(ρ =ρ,Y =y))]n-k (16)

于是得如下结论:

定理1 单因子混合高斯模型下的齐次资产

池累积违约损失的概率分布满足

P{L(t)=C}=∫
+∞

-∞
fMG(y)∫

1

0

n
k
æ

è
ç

ö

ø
÷[p(t|(ρ =ρ,

Y=y))]
k[1-p(t|(ρ =ρ,Y=

y))]n-
kdFρ (ρ)dy (17)

其中k=̂ C
(1-R)M.
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证明

P{L(t)=C}=P{N(t)=k}=

E[P(N(t)=k|(ρ =ρ,Y =

y))]=

∫
+∞

-∞
fMG(y)∫

1

0
P{N(t)=k|(ρ

=ρ,Y =y)}dFρ (ρ)dy (18)

利用式(8)与(16)得结论成立.

注4 若ρ 为离散型随机变量,概率分布为

P{ρ =ργ}=pγ,其中γ=1,2,…,Z,常数ργ ∈
[0,1],则

 ∫
1

0

n
k
æ

è
ç

ö

ø
÷[p(t|(ρ =ρ,Y =y))]

k[1-

p(t|(ρ =ρ,Y =y))]n-
kdFρ (ρ)=

∑
Z

γ=1

n
k
æ

è
ç

ö

ø
÷[p(t|(ρ =ργ,Y =y))]

k[1-

p(t|(ρ =ργ,Y =y))]n-
kpγ (19)

由于在齐次资产池的条件下,对所有的i=

1,…,n来说,F-1
Xi
、τi、Fτi

、ρi 及ρi 均相同,为叙述方

便,仍以第i资产的相应量代替其他资产的相应

量,下面讨论基于两种特殊随机相关结构的齐次

资产池累积违约损失的概率分布.

2.1 伯努利随机相关结构下累积违约损失的概

率分布

定理2 在伯努利随机相关结构条件下,单

因子混合高斯模型下的齐次资产池累积违约损失

的概率分布满足

P{L(t)=C}=
n
k
æ

è
ç

ö

ø
÷∫

+∞

-∞
[Λk1(1-Λ1)n-

kpρ' +

Λk2(1-Λ2)n-
kpρ″]fMG(y)dy

(20)

其中

Λ1 =Φ
F-1

Xi|ρ'
(Fτi
(t))-ρ'y

1-ρ'2
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Λ2 =Φ
F-1

Xi|ρ″
(Fτi
(t))-ρ″y

1-ρ″2
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

证明 根据伯努利相关结构的特征,ρi 分别

以pρ'、pρ″ 的概率取值ρ'与ρ″.记ρ0 =ρ',ρ1 =ρ″,

由式(19)知

 ∫
1

0

n
k
æ

è
ç

ö

ø
÷[p(t|(ρ =ρ,Y =y))]

k[1-

p(t|(ρ =ρ,Y =y))]n-
kdFρ (ρ)=

n
k
æ

è
ç

ö

ø
÷[Λk1(1-Λ1)n-

kpρ' +Λk2(1-Λ2)n-
kpρ″]

(21)

将式(21)代入式(17)即得结论成立.

2.2 对称随机相关结构下累积违约损失的概率

分布

记p=P{Bi =1},ps=P{Bs=1},则由式

(19)知

∫
1

0
[p(t|(ρ =ρ,Y =y))]

k[1-p(t|ρ =ρ,Y =

y))]n-
kdFρ (ρ)=

∑
l

α,β=0

{[P{ραβy+ 1-ρ2αβεi≤Ki|(ρi =ραβ,Y =

y,Bi =α,Bs=β)}]
k ×

[1-P{ραβy+ 1-ρ2αβεi≤Ki|(ρi=ραβ,Y=y,

Bi =α,Bs=β)}]n-
k×P{Bi =α}P{Bs=β}}=

p(1-ps)Θ
k
1[1-Θ1]n-

k+(1-p)(1-ps)Θ
k
2[1-

Θ2]n-
k (22)

其中Θ1 =F-1
Xi|0
(Fτi
(t));Θ2 =Φ{[F-1

Xi|ρ
(Fτi
(t))-

ρy]/ 1-ρ2};α,β∈ {0,1};ρ00 =ρ,ρ10 =0,ρ11

=ρ01 =1.
将式(22)代入式(18),同定理2的证明类似

可得如下结论:

定理3 若随机相关系数满足对称随机相关

结构,则单因子混合高斯模型下的资产池累积违

约损失分布满足

P{L(t)=C}=
n
k
æ

è
ç

ö

ø
÷∫

+∞

-∞
{p(1-ps)Θ

k
1[1-

Θ1]n-
k +(1-p)(1-ps)Θ

k
2×

[1-Θ2]n-
k}fMG(y)dy (23)

证明 根据定理1,由式(17)知

P{L(t)=C}=∫
+∞

-∞
fMG(y)∫

1

0

n
k
æ

è
ç

ö

ø
÷[p(t|(ρ =ρ,

Y=y))]
k[1-p(t|(ρ =ρ,Y=

y))]n-
kdFρ (ρ)dy=

n
k
æ

è
ç

ö

ø
÷∫

+∞

-∞
fMG(y)∫

1

0
[p(t|(ρ =ρ,

Y=y))]
k[1-p(t|(ρ =ρ,Y=

095 大 连 理 工 大 学 学 报 第49卷 



y))]n-
kdFρ (ρ)dy (24)

将式(22)代入式(24)得

P{L(t)=C}=
n
k
æ

è
ç

ö

ø
÷∫

+∞

-∞
fMG(y)∫

1

0
[p(t|(ρ =ρ,

Y=y))]
k[1-p(t|(ρ =ρ,Y=

y))]n-
kdFρ (ρ)dy=

n
k
æ

è
ç

ö

ø
÷∫

+∞

-∞
fMG(y){p(1-ps)×

Θk1[1-Θ1]n-
k +(1-p)×

(1-ps)Θ
k
2[1-Θ2]n-

k}dy (25)

即结论成立.

3 CDO定价

所谓CDO定价,是指给CDO不同分券层赋

以合理的信用价差.从投资者的角度可分为损失

面DL(defaultleg)和收益面PL(premiumleg),

当标的资产发生违约时,损失面是投资人投资相

应分券层所应承担的损失金额现值,而收益面是

投资人投资相应分券层所应获得的收益金额现

值,在无套利的条件下,损失面必须等于收益面,

据此可以求出各分券层的合理信用价差.

3.1 损失面的预期损失

不失一般性,设某一分券层承担的总损失为

[Kl,Ku],当资产池累积损失L(t)小于这个分券

层的下界Kl时,投资者不承担任何损失;如果累

积损失L(t)大于这个分券层的下界Kl但小于上

界Ku,这个分券层的投资者需承担L(t)-Kl的

损失;一旦累积损失比例超过Ku,则这个分券层

的投资者需承担的损失为其本金总额Ku-Kl,即

LDL(t)=

0; L(t)<Kl

L(t)-Kl; Kl≤L(t)≤Ku

Ku-Kl; L(t)>Ku

ì

î

í

ï
ï

ïï

(26)

也就是说

LDL(t)= (Ku-Kl)I{L(t)>Ku}+
(L(t)-Kl)I{L(t)∈[Kl,Ku]}

(27)

由于LDL(t)为一递增跳过程,可由Riemann-

Stieltijes积分表示损失面的价值

DL =∫
T

t0
D(t0,t)dLDL(t) (28)

其中D(t0,t)为t时刻的无风险贴现因子.
由于LDL(t0)=0,对式(28)利用分部积分展

开后两边取期望得

 E[DL]=D(t0,T)E[LDL(T)]+

∫
T

t0
E[LDL(t)]dD(t0,t) (29)

其中

E[LDL(t)]= (Ku-Kl)P{L(t)>Ku}+

∫
Ku

Kl

(x-Kl)dFL(x) (30)

3.2 收益面的预期收入

记s为分券层[Kl,Ku]的合理信用价差,即

CDO分券层[Kl,Ku]的价格,假定利息给付日期

为{ti:i=0,1,…,N}且满足t0<t1<…<tN-1

<tN =T,则

 PL =∑
N

i=1
D(t0,ti)sΔti{(Ku-Kl)I{L(ti)<Kl}+

(Ku-L(ti))I{L(ti)∈[Kl,Ku]}
} (31)

E[PL]=∑
N

i=1
D(t0,ti)sΔti{(Ku-Kl)×

P{L(ti)<Kl}+

∫
Ku

Kl

(Ku-x)dFL(x)} (32)

其中FL(x)为L(t)的分布函数.

3.3 合理信用价差

由3.1和3.2的分析得如下结论:

定理4 在无套利假设条件下,分券层[Kl,

Ku]的合理信用价差公式(即CDO的分券层价格

公式)如下:

s=
D(t0,T)E[LDL(T)]+∫

T

t0
E[LDL(t)]dD(t0,t)

∑
N

i=1
D(t0,tk)Δti{(Ku-Kl)P[L(ti)<Kl]+∫

Ku

Kl

(Ku-x)dFL(x)}
(33)

其中E[LDL(t)]由式(30)给出,FL(x)为资产池

累积违约损失L(t)的分布函数,可借助于式(17)
得出.

证明 根据无套利定价原理,损失面DL 的
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预期损失和收益面PL 的预期收入在数值上应该

相等,即 相 应 期 望 值 相 等,也 就 是 E[DL]=
E[PL],据此求得合理的信用价差s.为此将式

(29)和(32)代入E[DL]=E[PL],得

D(t0,T)E[LDL(T)]+∫
T

t0
E[LDL(t)]dD(t0,t)=

∑
N

i=1
D(t0,ti)sΔti{(Ku-Kl)P{L(ti)<Kl}+

∫
Ku

Kl

(Ku-x)dFL(x)} =

s{∑
N

i=1
D(t0,ti)Δti{(Ku-Kl)P{L(ti)<Kl}+

∫
Ku

Kl

(Ku-x)dFL(x)} } (34)

由此得式(33)成立.

4 数值计算

本文将给出基于伯努利随机相关结构的信用

价差(分券层价格)的数值计算结果.假定一种

CDO发行期限为5a(初始时刻t0等于0),每季度

付 息 一 次; 无 风 险 贴 现 因 子 D(0,t) =
exp(-0.05t).混合度I=4的混合高斯过程由

期望值为μ1 =-10,μ2 =-15,μ3 =-17,μ4 =
161/88;w1=0.05,w2=0.04,w3=0.03,w4=
0.88;σ=1的高斯过程构成.资产池由100个标

的资产构成并满足齐次性,每个标的资产的名目

本金M=1,回复率R=40%,资产池每个标的资

产违约率h=1%;伯努利随机相关结构中参数

pρ' =0.2,pρ″ =0.8,ρ'=0.05,ρ″=0.50.针对

分券层的划分国际上主要有两种标准:iTraxx

Europe标准和DJCDXNAIG标准.表1基于伯

努利相关结构给出了针对这两种划分标准下的分

券层价格.
表1表明,在给定的参数值下,CDO股权级

分券层的价格远大于其他分券层的价格,这是由

于当资产池发生违约时首先由股权级分券层承担

损失,其所承担的风险相当高,而对于其他分券层

来说,其承担的风险相对来说要小得多,其收到的

利息(分券层价格)也相应减少.在实际发行过程

中,由于股权级分券层承担的风险最高,因此,除

表中给出的利息(股权级价格)之外,该分券层投

资者还可获得按季度预先支付的500个年度基

点.从表1可以看出,最高分券层22%~100%或

30%~100%的价格相当低(所承担的风险也相当

小),几乎没人购买,因此该分券层很少发行甚至

不发行.

表1 基于两种国际划分标准的分券层

价格(单位:BPs)

Tab.1 PriceofCDOtranchesbasedontwo

standards(unit:BPs)

iTraxxEurope(5a) DJCDXNAIG(5a)

分券层/% 分券层价格 分券层/% 分券层价格

0~3 333.0570 0~3 333.0570

3~6 67.3716 3~7 40.1819

6~9 42.7907 7~10 32.9195

9~12 32.9195 10~15 22.6251

12~22 12.5853 15~30 10.5501

22~100 0.2945 30~100 0.2318

5 结 论

本文在高斯Copula模型的基础上,用混合高

斯分布模拟市场共同因子,针对相关性微笑现象

引入随机相关系数,建立了随机相关结构条件下

的单因子混合高斯定价模型.通过对资产池累积

违约损失概率分布的分析,在伯努利随机相关结

构和对称随机相关结构条件下,分别给出了相应

概率分布的具体形式,在此基础上得出了CDO
分券层的合理信用价差公式,并以伯努利随机相

关结构为例,在给定具体参数值的条件下得出了

分券层价格的数值计算结果.
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Abstract:CDOisoneofthemostpopularcreditderivativeproductsduringthelatesttenyears,and

thekeyissueishowtopricethetranche.Forsolvingthisproblem,byintroducingthemixedGaussian

distribution,thesinglefactorGaussianmixturemodelwiththestochasticcorrelationstructureis

established.Furthermore,theprobabilitydistributionofsingleassetisgiven,andtheprobability

distributionofcumulativedefaultlossofthewholeportfoliopoolisderived.Atthesametime,the

explicitformsonBernoullistochasticcorrelationstructureandsymmetricstochasticcorrelation

structureareobtained.Besides,basedonanalyzingtheexpecteddefaultlegandpremiumleg,

accordingtothearbitrage-freeprinciple,thefaircreditspreadofCDOtrancheisderived.

Keywords:collateralizeddebtobligation(CDO);Gaussianmixturedistribution;stochasticcorrelation

structure;tranche;creditspread
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