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摘要:基于无旋、不可压的势流理论,利用高阶边界元法建立了一种可应用于无限水深的无

粘三维完全非线性数值波浪水槽.研究中,自由水面条件为完全非线性边界条件,进而可以模

拟任意强的非线性波浪.将镜像格林函数应用到无限水深的数值波浪水槽中,以至于两水槽

侧壁可以排除于计算域外.为了产生相应的入射波和吸收出流波浪,一个由点源组成的造波

装置被布置在计算域内,同时在出流边界布置人工阻尼层来吸收出流波浪.线性的和完全非

线性数值实验验证了所建立的数值模型可以用来产生无限水深的任何指定波浪,计算结果与

解析解吻合得很好,且在出流边界没有反射.
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0 引 言

准确模拟强非线性波浪的传播及对海洋结构

物的作用在海洋工程方面是一非常重要的课题.
完全非线性数值波浪水槽是解决这样问题的一种

有效途径.在过去的20年里,数值波浪水槽技术

已经成为一种高效的计算工具,并被广泛地用于

解决 各 类 水 波 问 题.譬 如,Xu[1]、Kim 等[2]和

Ning等[3]运用高阶边界元方法来模拟完全非线

性波浪;Ferrant等[4、5]利用相似的方法解决完全

非线性规则和不规则波浪的绕射问题;Celebi[6]

和Beck[7]采用去奇异边界元方法来计算完全非

线性波浪荷载;Hu等[8]和 Wang等[9]用有限元

方法来求解完全非线性水波问题;然而,所有这些

研究目前仅仅局限于有限水深问题.随着海洋开

发不断向深海推进,经常会出现在上千米深海域

内作业的情况,而这些区域又经常会有几十米的

大浪出现,因而建立和模拟极深海域内的完全非

线性波浪数值模型成为关键所在.
为了建立一个可以应用于无限水深的数值波

浪水槽模型,解决这个无限大计算域问题,本文利

用一种新的高阶边界元方法建立一个可以应用到

无限水深的完全非线性数值波浪水槽模型,并通

过数值计算与五阶斯托克斯理论解进行比较和分

析.

1 控制方程及边界条件

在笛卡尔坐标系(x,y,z)下用速度势ϕ来表

达不可压无粘无旋三维流动问题,其中坐标系x
轴位于静水面上,z轴向上为正,如图1所示.用t
代表时间,η表示波面高度,水深趋于无限深,自
由水面和固体边界(两个水槽侧壁)分别由Sf 和

Sb 表示.入射波浪通过由垂直分布在水体内部的

造波源控制水体流量来产生.

图1 定义图

Fig.1 Definitionsketch



由于流域内造波源的出现,本文中速度势ϕ
将满足Poisson方程[10]

2ϕ=q* (1)

式中: 2 = ∂2
∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂
2

∂z2
,是三维拉普拉斯

(Laplace)算子;q* =q*(x,y,z),是造波源的流

量密度.换言之,通过一个单位体积的流体流量是

q*dxdydz.这种产生入射波浪的方法不同于以往

常用的方法,譬如在入射边界给定造波板速度[3].
其优点在于可以产生任意需要的波浪且能使反射

回来的波浪通过造波面而不发生二次反射.
由物质导数和伯努力方程推得,在瞬时自由

水面上满足完全非线性动力和运动边界条件.在
本文研究中,由于半混合欧拉-拉格朗日方法被

用来更新自由水面,进而自由水面边界条件可以

表达为如下形式:

δη
δt=-∂ϕ∂x

∂η
∂x-∂ϕ∂y

∂η
∂y+∂ϕ∂z

;在Sf上 (2)

和

δϕ
δt=-12 ϕ· ϕ-gη+δηδt

·δϕ
δz
;在Sf上

(3)

式中:g为重力加速度,时间导数δ/δt=∂/∂t+v·
,速度向量v= (0 0 δη/δt).

在两水槽侧壁上,满足第二类边界条件

vn =∂ϕ/∂n=0;在Sb 上 (4)

式中:n为单位法向矢量,指出流体为正.
由于所研究的问题是在时域内开展,那么相

应的初始条件一定要给定.这里假定自由水面初

始时是静止的,即

ϕ=η=0;t≤0 (5)

2 数值方法

2.1 边界积分方程

在整个流域Ω 内运用格林第二定理,前面的

边值 问 题 就 可 以 转 化 为 下 面 的 边 界 积 分 方

程[11、12]

α(p)ϕ(p)=∫S
(ϕ(q)∂G(p,q)∂n -

G(p,q)∂ϕ
(q)
∂n )dS+

∫Ω
q*G(p,q)dΩ (6)

式中:p=(x0,y0,z0)和q=(x,y,z)分别是源点

和场点,α(p)为固角系数.G(p,q)是格林函数,

由于目前所考虑的是近于无限大计算域问题,如
果应用简单格林函数(1/r)求解将会十分困难;

这里采用镜像水槽格林函数来解决这个问题,通
过两水槽侧壁无限次反射得到的像叠加,这样就

可以把无限长的水槽侧壁排除在计算域外.为了

确保所建立格林函数的收敛性,每项都减去参数

1/nB[13].则所建立的格林函数写为

 G(p,q)=-14π[ 1
X2+Y2+Z2

+

∑
∞

n=1
( 1

X2+(Y+2nB)2+Z2
+

1
X2+(Y-2nB)2+Z2

- 1nB ) ]

(7)

式中:X=x-x0,Y=y-y0,Z=z-z0,B是水

槽宽度.式(7)中的求和各项分别代表点源在两

水槽侧壁中所形成的镜像.相似的方法也曾被用

在频域内解决线性波浪的绕射和辐射问题[14].对
于方程(7)这 个 趋 于 无 穷 的 计 算 式 子,按 照

Newman[13]方法将其转化为汉克尔(Hanker)函

数精确求解.
式(1)中的流量密度可以写成如下形式:

q* =2vδ(x-xs) (8)

式中:v=v(x,y,z,t),对应于所要产生波浪的水

平质点速度;xs 是造波源的水平坐标,本文选在

xs=0处,δ(x-xs)是Diracdelta函数.

2.2 离 散

在本文研究中,用高阶边界元对边界面进行

离散.在边界单元内,用形状函数对物理变量进行

插值,也就是说所有的单元都是等参的.则单元内

各变量可以写成如下形式:

[x,y,z]=∑
K

k=1
hk(ξ,ζ)[xk,yk,zk] (9)

ϕ(ξ,ζ)=∑
K

k=1
hk(ξ,ζ)ϕk (10)

∂ϕ
∂n=∑

K

k=1
hk(ξ,ζ)

∂ϕ
∂n

æ

è
ç

ö

ø
÷

k
(11)

式 中:(ξ,ζ)是 指 局 部 坐 标;[xk,yk,zk]、ϕk、

(∂ϕ/∂n)k 和hk 分别是节点k 的坐标、速度势、速
度势法向导数和形状函数;K 是单元节点个数(本
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文中采用八节点四边形单元).
把方程(8)~ (11)代入式(6)中,积分方程

可以离散为如下形式:

 α(p)ϕ(p)-∑
Ne2

i=1∫
1

-1
∫
1

-1
∑
K

k=1
hk(ξ,ζ)ϕk×

∂G(p,q(ξ,ζ))
∂n |J(ξ,ζ)|dξdζ=

-∑
Ne2

i=1∫
1

-1
∫
1

-1

G(p,q(ξ,ζ))
∂ϕ(q(ξ,ζ))

∂n ×

|J(ξ,ζ)|dξdζ+∑
Ne1

i=1∫
1

-1
∫
1

-1

2vG(p,q(ξ,ζ))×

|J(ξ,ζ)|dξdζ (12)
式中:J(ξ,ζ)是联系广义坐标和局部坐标的雅可

比(Jacobian)矩阵,Ne1
和Ne2

分别是自由水面和

源造波面上的单元个数.
对于线性波浪,式(12)中的速度可以表示为

如下形式:

v(x,y,z,t)=Aωekzcos(kx-ωt) (13)
与其相应的线性波面为

ηl(x,y,z,t)=Acos(kx-ωt) (14)
式中:k是波数,A 是入射波幅,k和ω 满足下列深

水线性色散方程

ω2 =gk (15)
对于完全非线性波浪,这里入射波速度由适

用于深水的五阶斯托克斯(Stokes)解析速度势求

导得到[15]

 v(x,y,z,t)= 1k [ (kε-12kε
3-3724kε

5 )ekz ×

cos(kx-ωt)+kε4e2kz ×

cos2(kx-ωt)+14kε
5e3kz ×

cos3(kx-ωt)]· g/k (16)

对应的波面高度为

η= 1k [ (ε-38ε
3-422384ε

5 ) ×

cos(kx-ωt)+ (12ε
2+13ε

4 ) ×

cos2(kx-ωt)+ (38ε
3+297384ε

5 ) ×

cos3(kx-ωt)+13ε
4cos4(kx-ωt)+

125
384ε

5cos5(kx-ωt)] (17)

式中波陡ε=kA,且满足如下色散关系:

1+ε2
2+ε4

8 = ω
gk

(18)

最后式(12)可以建立如下式的线性方程组

Ax=b (19)

式中:x是自由水面上未知法向速度向量,A 是影

响系数矩阵,b是由式(12)右侧所得到的列向量.
由于所有的节点和网格在每一时间步都要更

新,上述所建立的方程也要在每一时间步重新建立

并求解一次.本文采用四阶龙格-库塔(Runge-Kutta)

积分方法和半混合欧拉-拉格朗日方法来完成上

述更新和求解任务,Ning等[3]对其具体应用过程

做了详细的描述.在计算初时的前两个周期内,一
个缓冲函数应用到入射边界上,这样可以使入射

波浪逐渐生成.在计算域的两个出流边界,布置数

值阻尼层来吸收出流波浪,避免反射现象发生,额
外的耗散项需要加到自由表面边界条件上[3].

2.3 光滑技术

当模拟波陡很大的波浪时,需要对自由水面

上进行光滑以免所谓的锯齿形波浪产生,导致计

算不稳定.本文运用五点光滑技术对波面η和速

度势ϕ 进行光滑处理[16]

η*
i = 1

16
(-ηi-2+4ηi-1+10ηi+4ηi+1-ηi+2)

(20)

和

ϕ*
i = 1

16
(-ϕi-2+4ϕi-1+10ϕi+4ϕi+1-ϕi+2)

(21)

这里光滑的次数要根据所模拟波浪的陡缓情况来

决定.

3 计算结果和讨论

利用前面所建立的模型对无限水深中的线性

和完全非线性波浪传播进行数值模拟,首先通过

数值实验对源造波面的长度进行检验,从式(13)

和(16)可以看出,线性和完全非线性波浪质点速

度都随着水深的增加而衰减.换言之,只有一定深

度的造波源才对波浪的产生有贡献.这里选取波

浪周期T=2.0s和波陡kA=0.2的线性波和非

线性波来进行数值实验,通过截取不同长度的造

波源面产生的稳定波浪幅值,并分别与线性解析
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解(Al)和五阶斯托克斯解析解(A5)对比,结果如

图2和3.从图中可以看出,当造波面截取到0.5
倍波长时,就可以产生本文需要的波浪,其中图3
中的结果分别是波峰处的幅值(Ac)对比和波谷

处的幅值(At)对比.
考虑角频率为ω和周期为T 的波浪在极限深

海域内传播,其相对应的线性和完全非线性波数

k和波长λ可以分别通过式(15)和(18)求得.计
算域的大小分别定义为长L=6λ(-1.5λ≤x≤
4.5λ),宽B =0.2λ(0≤y≤0.2λ);布置在两个

出流边界的阻尼层长度均是1.5λ.

图2 造波源布置深度对生成线性波浪

幅值的影响

Fig.2 Effectofthedepthofsourcesonthe

linearwaveamplitudegenerated

图3 造波源布置深度对生成非线性波

浪幅值影响

Fig.3 Effectofthedepthofsourcesonthe

nonlinearwaveamplitudegenerated

首先对周期T =2.0s,波陡kA =0.1的波

浪,通过数值实验对空间步长Δx 和时间步长Δt
的收敛性进行检验.图4给出了点(λ/2,B/2)的

波面时间历程,其结果分别来自粗网格(M1:Δx

=λ/8)、中等网格(M2:Δx =λ/16)和细网格

(M3:Δx=λ/24)3种,从图中可以看出,由细网

格和中等网格计算的波面已经很好地重合在一起

了,说明用 M2网格即可以满足收敛要求.相似的

数值实验分别针对时间步长Δt=T/20,T/40和

T/60进行,当Δt=T/40时即可以满足收敛要

求.

图4 选用不同网格大小时点(λ/2,B/2)
的波面时间历程

Fig.4 Timehistoryofwaveelevationat(λ/2,

B/2)fordifferentelementsizes

利用式(13)作为入射边界条件对上述极限水

深线性波浪进行模拟,图5给出了当波陡kA=
0.05时,点(1.5λ,B/2.0)的线性数值波面时间历

程及与解析解(由式(14)可推得)的比较,图中纵

坐标通过除以入射波幅做量纲一化处理.从图中

可以看出,由于在入射边界应用缓冲函数,波面的

增长有个渐变的过程,当波面稳定后数值结果与

线性解析结果吻合得非常好.图6给出了t=10T
和11T 时水槽中线的波面分布及与线性解析结

     

图5 点(1.5λ,B/2.0)波面时间历程图

Fig.5 Timehistoryofwaveelevationat(1.5λ,B/2.0)

图6 水槽中线波面分布图

Fig.6 Waveelevationsalongtheplaneofsymmetry
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果的对比.可以看出,两出流边界的阻尼层消波效

果非常好,基本上没有反射现象发生,同时两个不

同周期的波面与解析解都重合得很好,说明波浪

传播在t=10T 时就已经达到稳定了.需要说明

的是,在这个算例中,没有应用光滑技术.
将式(16)代入入射边界条件,对极限水深的

完全非线性波浪传播进行模拟.图7给出了上述

波浪不同波陡情况下的完全非线性波面时间历程

及与五阶斯托克斯解析解的对比,其中图7(a)对
应波陡kA=0.21时点(0.5λ,B/2.0)的波面时间

历程,图7(b)对应波陡kA=0.31时点(1.0λ,B/

2.0)的波面时间历程,这里数值模拟中都用了光

滑技术,其中前者每8个时间步光滑一次,后者每

4个时间步光滑一次.从图中可以看出,数值结果

与五阶解析解吻合得非常好,除了初始阶段外,波
面最大幅值几乎保持为常值;同时也看出波面的

非线性特点非常明显,波峰高而尖,波谷扁而平,

这些现象随着波陡kA 的增大变得更加显著.为
了进一步分析波浪的非线性效果,对图7(b)进行

富里埃分析得到波浪谱随频率f(=1/T)分布情

况,如图8所示,从图中可以看出,数值结果和五

阶斯托克斯解析解的波浪谱吻合得非常好,除了

明显的线性波作用外,可以看到二倍频、三倍频波

     

(a)kA=0.21

(b)kA=0.31

图7 不同波陡时的波面历程

Fig.7 Timehistoriesofsurfaceelevationwith

differentwaveslopes

图8 波陡kA=0.31时点(1.0λ,B/2.0)
的波面谱分析

Fig.8 Distributionofwavespectrumat(1.0λ,

B/2.0)withkA=0.31

浪的明显效果,并可以在f=2.0、2.5处隐约辨

别到四倍频和五倍频波浪,这里线性波、二倍频、

三倍频、四倍频和五倍频波浪分别占总波浪的

81.26%、13.64%、3.53%、1.13%和0.44%,由
此可以看出,对于极深海域内的大浪若只是用线

性理论进行工程计算,将会造成很大误差.图9分

别给出了不同时刻这两种波陡的波浪水槽中线波

面分布及与五阶斯托克斯解析解的对比.能够看

出,波浪从造波面稳定向两端传播,在两出流边界

仍没有反射现象发生,说明本文用到的人工阻尼

层对于非线性很强的波浪仍然有效.图10给出了

kA=0.21和t=8T 时的水槽中线波面分布,其中

     

(a)kA=0.21

(b)kA=0.31

图9 两种波陡情况下水槽中线波面分布

Fig.9 Freesurfaceelevationspatialprofiles

fortwosteepnesses
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两条曲线一条是没有经过光滑处理的,另一条是

经过光滑处理的,从图中可以看出未经过光滑处

理的曲线有很多锯齿形的毛刺,显然无法符合要

求.图11给出了波陡kA=0.31,t=12T 时的三

维波面图.

图10 光滑与未光滑结果的比较

Fig.10 Comparisonofresultswithand

withoutsmoothing

图11 kA=0.31和t=12T 时三维波面图

Fig.11 3Dwaveprofileatt=12TaskA=0.31

4 结 语

本文通过将一个镜像水槽格林函数应用到高

阶边界元方法中,进而将无限水深的无限域问题

转化为有限域问题,建立了适用于极限水深的完

全非线性数值波浪水槽模型.计算结果表明,新方

法模拟的结果与解析解吻合非常好,可以产生任

意需要的波浪而且能够准确地模拟极限水深中强

非线性波浪的传播.在此基础上,下一步将开展关

于完全非线性波浪与结构物在极深水域内的相互

作用问题研究,以便为工程实践提供依据.
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Foundationoffullynonlinearnumerical
wavetankinaninfinitewater-depth

NING De-zhi*1, TENG Bin1, GOU Ying1, SUN Jin-li2

(1.StateKeyLaboratoryofCoastalandOffshoreEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China;

2.OffshoreOilEngineeringCo.,Ltd.,Tianjin300452,China)

Abstract:Inviscidthree-dimensionalfullynonlinearnumericalwavetankisfoundedusingaquadratic
higher-orderboundary element model (HOBEM)based on potentialtheoryforirrotational,

incompressiblefluidflowinaninfinitewater-depth.Thefreesurfaceboundaryconditionsarefully

nonlinear,andsononlineareffectsuptoahighordercanbemodeled.AnimageGreenfunctionis

appliedtothepresentmodelsothattwolateralsurfacesofaninfinite-depthwavetankcanbeexcluded

fromthecalculationdomain.Inordertogenerateincidentwavesanddissipateoutgoingwaves,a

non-reflectivewavegenerator,composedofaseriesofverticallyalignedpointsourcesinthe

computationaldomain,isusedinconjunctionwithadownstreamdampinglayer.Numerousnumerical

experimentsarecarriedoutwithlinearandfullynonlinearwaves.Itcanbeseenfromtheresultsthat

thepresentapproachiseffectiveingeneratingaspecifiedwaveprofileinaninfinitewater-depth

withoutreflectionattheopenboundaries,andfullynonlinearnumericalsimulationscomparewellwith

theoreticalsolutions.

Keywords:numericalwavetank;imageGreenfunction;higher-orderboundaryelementmodel
(HOBEM);fullynonlinearity
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