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摘要:在危险率序和拟危险率序基础上,研究了条件随机向量的分布函数在随机序意义下

的比较,提出了上象限危险率序和下象限拟危险率序的概念,研究了它们的基本性质,以及与

其他随机序之间的关系.这两类序密切相关,它们刻画了n元联合分布与它的任意一个一元

边际分布之间的变化快慢的趋势.在二元情形下,关于两类序的Fréchet下界是受控的,并且

上象限危险率序和下象限拟危险率序分别包含右尾递增序和左尾递减序.
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0 引 言

随机序已经广泛应用到概率统计、金融保险

等学科里.比较两个分布函数时,运用随机序通常

能得 到 较 好 的 结 果.这 一 类 研 究 主 要 包 括

Lehmann[1]提 出 的 一 些 相 依 随 机 序 的 概 念,

Shaked等[2]、Müller等[3]的上象限序(≤uo)和下

象限序(≤lo),Joe[4]的 正 象 限 相 依 序(≤PQD),

Shaked等[2]、Hu等[5]的多元危险率序(≤hr),

Block等[6]、Colangelo等[7]的多元 逆 危 险 率 序

(≤rh).

考虑一类随机向量,若它的n元联合分布要

比其n-1元边际分布变化更大,比较这类随机向

量的分布,往往需要比较它们的条件分布.本文基

于这种情况,在危险率序和拟危险率序基础上,结

合上象限序和下象限序,提出两个新的随机序的

概念,即上象限危险率序(≤uohr)和下象限拟危险

率序(≤loqh),并研究这两种序的一些基本性质,

重点讨论与右尾递增序(≤*
RTI)和左尾递减序

(≤*
LTD)的关系等.

1 定义和性质

定义1 对所 有 的uj ∈ [0,1],i,j =1,

2,…,n,j≠i,如果

(Xi|∩
j≠i
{Xj>F-1

j (uj)}) ≤hr

(Yi|∩
j≠i
{Yj>G-1

j (uj)})
那么称随机向量X在上象限危险率序意义下小于

等于随机向量Y,记做X≤uohrY(或者F≤uohrG).
如果

(Xi|∩
j≠i
{Xj≤F-1

j (uj)}) ≤qh

(Yi|∩
j≠i
{Yj≤G-1

j (uj)})
那么称随机向量X在下象限拟危险率序意义下小

于等 于 随 机 向 量 Y,记 做 X ≤loqhY(或 者 F

≤loqhG).
令􀭺F和􀭺G分别为随机向量X=(X1 X2 …

Xn)和Y=(Y1 Y2 … Yn)的生存函数.假设

F*、G*、F*、G* 分 别 是 (Xi |∩
j≠i

{Xj >

F-1
j (uj)})、(Yi|∩

j≠i
{Yj>G-1

j (uj)})、(Xi|∩
j≠i
{Xj



≤F-1
j (uj)})、(Yi|∩

j≠i
{Yj≤G-1

j (uj)})的分布函

数,由文献[4]知Fréchet下界F- 的定义,当F∈

F2(F1,F2),F2 表示已知边际分布F1、F2 的二元

分 布 函 数 族,F- (x1,x2)= max{F1(x1)+

F2(x2)-1,0},由 于 􀭺F(x1,x2)= F1(x1)+

F2(x2)-1+F(x1,x2),其对应的生存函数为

F-(x1,x2)=max{􀭺F1(x1)+􀭺F2(x2)-1,0}.现考

虑二元的情况,F* =P{Xi|Xj >F-1
j (uj),j≠

i},令F-1
j (uj)=t,􀭺Fj(t)≠0,Fj(t)≠0,则有

F*-(xi)= max
{􀭺Fi(xi)+􀭺Fj(t)-1,0}

􀭺Fj(t)

F-
*(xi)= max

{Fi(xi)+Fj(t)-1,0}
Fj(t)

定 理 1 如 果 F ∈ F2(Fi,Fj),X =
(Xi Xj),i≠j,那么F-≤uohrF,F-≤loqhF.

证明 要证F-≤uohrF,只需证(xi,t)≤ (yi,

t)时,F*-(yi)F*(xi)≤F*-(xi)F*(yi),故只

需 证 max{􀭺Fi(yi)+ 􀭺Fj(t)- 1,0}􀭺F(xi,t)≤

max{􀭺Fi(xi)+􀭺Fj(t)-1,0}􀭺F(yi,t).
当􀭺Fi(yi)+􀭺Fj(t)-1≤0时,显然成立;

当􀭺Fi(yi)+􀭺Fj(t)-1≥0时,由于F(yi,t)≥

F(xi,t),􀭺F(xi,t)≥􀭺F(yi,t),有

 [􀭺Fi(yi)+􀭺Fj(t)-1]􀭺F(xi,t)≤
[􀭺Fi(xi)+􀭺Fj(t)-1]􀭺F(yi,t)⇔
[F(yi,t)-􀭺F(yi,t)]􀭺F(xi,t)≥
[F(xi,t)-􀭺F(xi,t)]􀭺F(yi,t)⇔

F(yi,t)􀭺F(xi,t)≥F(xi,t)􀭺F(yi,t)

同理可得F-≤loqhF. □
例1 令F 为(X1,X2)的分布函数,在(1,

1)、(1,2)、(2,1)、(3,3)的概率分别为1/5、1/5、

1/5和2/5.易得F*+(1,1)=1≥F*(1,1)=

2/3,F*+(2,2)=F*(2,2)=1,所以F+ 和F并

不适合≤uohr序关系.再令G为(-X1,-X2)的分

布函数,容易得出G+ 和G也不具有≤loqh序关系.

例1表明当F∈F2(Fi,Fj)时,F≤loqhF+ 和

F≤uohrF+ 不一定成立.其中 F+ 为 Fréchet上

界[4],即F+(xi,xj)=min{Fi(xi),Fj(xj)},对应

的 生 存 函 数 为 F+(xi,xj) = min{Fi(xi),

Fj(xj)},从而

F*+(xi,xj)=min{Fi(xi)
Fj(xj)

,1}

F+
*(xi,xj)=min{Fi(xi)

Fj(xj)
,1}

其中(xi,xj)∈R2,i≠j.

下面的几个定理将给出序≤uohr和≤loqh的一

些基本性质.

定理2 n元随机向量X 和Y,若X≤uohrY(X

≤loqhY),令I= {i1,i2,…,ik}⊂ {1,2,…,n},则

XI ≤uohrYI(XI ≤loqhYI)

只要在X= (X1 X2 … Xn)中取除(i1,

i2,…,ik)之外的其他n-k个变量为-∞(∞)即

可.
定理3 令独立随机向量Xi,i=1,2,…,m,

其维数为Ki,且各Xik
,k∈{1,2,…,ki}独立同分

布.同样独立随机向量Yi,i=1,2,…,m,其维数

亦为Ki,且每个Yik
,k∈ {1,2,…,ki}独立同分

布,则有

(1) (Xi ≤uohrYi,i = 1,2,…,m)⇒(X1,

X2,…,Xm)≤uohr(Y1,Y2,…,Ym);

(2) (Xi ≤loqhYi,i = 1,2,…,m)⇒(X1,

X2,…,Xm)≤loqh(Y1,Y2,…,Ym).
证明 只证结论(1),结论(2)可同理推得.

由于X1,X2,…,Xm 独立,且Xik
,k∈{1,2,…,ki}

独立同分布,有

G*(x1,x2,…,xm)
F*(x1,x2,…,xm)

=
􀭺G(x1,x2,…,xm)
􀭺F(x1,x2,…,xm)=

􀭺G(x1)
􀭺F(x1)

􀭺G(x2)
􀭺F(x2)

…
􀭺G(xm)
􀭺F(xm)

因为Xi≤uohrYi,
􀭺G(xi)
􀭺F(xi)

是关于xi 单调递增的,从

而 上 式 关 于 x 单 调 递 增, 其 中 x =
(x1 x2 … xm). □

定理4 随机向量序列{Xk}、{Yk},k=1,2,

…,满足当k→ ∞ 时,存在X、Y,使得Xk →X,

Yk →Y.如果Xk≤uohrYk(Xk≤loqhYk),k=1,2,…

成立,则有X≤uohrY(X≤loqhY).
定 理 5 假 设 n 元 随 机 向 量 X =
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(X1 X2 … Xn)和Y=(Y1 Y2 … Yn)属

于同一Fréchet类.
(1)若X≤uohrY,且ϕ1,ϕ2,…,ϕn 是单调递增

函 数, 则 (ϕ1(X1),ϕ2(X2),…,ϕn(Xn)) ≤uohr

(ϕ1(Y1),ϕ2(Y2),…,ϕn(Yn)).

(2)若X≤loqhY,且ϕ1,ϕ2,…,ϕn 是单调递增

函 数, 则 (ϕ1(X1),ϕ2(X2),…,ϕn(Xn)) ≤loqh
(ϕ1(Y1),ϕ2(Y2),…,ϕn(Yn)).

(3)若X≤uohrY,且ϕ1,ϕ2,…,ϕn 是单调递减

函 数, 则 (ϕ1(X1),ϕ2(X2),…,ϕn(Xn)) ≤loqh
(ϕ1(Y1),ϕ2(Y2),…,ϕn(Yn)).

(4)若X≤loqhY,且ϕ1,ϕ2,…,ϕn 是单调递减

函 数, 则 (ϕ1(X1),ϕ2(X2),…,ϕn(Xn)) ≤uohr

(ϕ1(Y1),ϕ2(Y2),…,ϕn(Yn)).

证明 只证第一个结论,其他证明类似.记

Fϕj
(x)=Fj(ϕ-1

j (x)),则F-1
ϕj
(uj)=ϕj(F-1

j (uj)).

由于(Xi|∩
j≠i
{Xj>F-1

j (uj)})≤hr(Yi|∩
j≠i
{Yj>

Gj
-1(uj)}),且ϕi 单调递增,有(ϕi(Xi)|∩

j≠i
{Xj>

Fj
-1(uj)})≤hr(ϕi(Yi)|∩

j≠i
{Yj>Gj

-1(uj)}),等

价 于 (ϕi(Xi)|∩
j≠i
{ϕj(Xj)> Fϕj

-1(uj)})≤hr

(ϕi(Yi)|∩
j≠i
{ϕj(Yj)>Gϕj

-1(uj)}),结论成立.

□

考虑≤uohr和≤loqh在多元参数族分布中的应

用,假 设 F*
α 、F*,α 分 别 为 (Xi |∩

j≠i
{Xj >

F-1
j (uj)}),(Xi|∩

j≠i
{Xj ≤F-1

j (uj)})的分布函

数.
定理6 (1)如果F*

α 的偏导数存在,对于所

有α≤β,Xα≤uohrXβ,则当且仅当 ∂
∂xi
logF*

α 关于α

单调递增,i=1,2,…,n;

(2)如果F*,α 的偏导数存在,对于所有α≤

β,Xα ≤loqhXβ,则当且仅当 ∂
∂xi
logF*,α 关于α 单调

递减,i=1,2,…,n.
证明 仅证明结论(2),类似可证结论(1).对

于所有的α≤β,Xα ≤loqhXβ,当且仅当F*,β/F*,α

关于xi 单调递减,又由于F*,α 的偏导数存在,则

等价于 ∂
∂xi
logF*,β

F*,α
= ∂
∂xi
logF*,β-

∂
∂xi
logF*,α≤

0,等价于 ∂
∂xi
logF*,α 关于α 单调递减,i=1,2,

…,n. □

通过两个例子来说明随机序≤uohr和≤loqh的

比较.
例2 (Farlie-Gumbel-Morgenstern分布)

n元Farlie-Gumbel-Morgenstern分布的一般形式

为

F(x1,x2,…,xn)=(∏
n

i=1
Fi(xi)) ×

(1+ ∑
1≤i1<i2≤n

[ai1i2
􀭺Fi1(xi1)×

􀭺Fi2(xi2)]+ ∑
1≤i1<i2<i3≤n

[ai1i2i3 ×

􀭺Fi1(xi1)􀭺Fi2(xi2)􀭺Fi3(xi3)]+…+

a12…n􀭺F1(x1)􀭺F2(x2)…􀭺Fn(xn))
取Fi 为[0,1]上的均匀分布,令0≤a12…n =α≤

1,其 他 参 数 为 0,则 Fn,α(x1,x2,…,xn)=

(∏
n

i=1
xi) (1+α∏

n

i=1

(1-xi)),其中xi∈[0,1].令

(Xi|∩
j≠i
{Xj ≤xj})的分布为F*,α,则F*,α =

xi[1+α∏
n

i=1

(1-xi)] [1+α∏
j≠i

(1-xj)] .当0≤

α1 ≤α2 ≤1,xi≤yi∈ [0,1],i=1,2,…,n时,

可得

xiyi

(1+α2∏
n

i=1

(1-xi))

(1+α2∏
j≠i

(1-xj))

(1+α1∏
n

i=1

(1-yi))

(1+α1∏
j≠i

(1-yj))
≥

xiyi

(1+α1∏
n

i=1

(1-xi))

(1+α1∏
j≠i

(1-xj))

(1+α2∏
n

i=1

(1-xi))

(1+α2∏
j≠i

(1-xj))
所以F*,α1 ≤loqhF*,α2.

例3 (多元Gumbel指数分布)对于正参数

λ={λI,I⊆{1,2,…,n},I≠∅},假设生存函数

为􀭺Fλ =exp{-∑
I
λI∏

i∈I
xi},(x1 x2 … xn)

≥ (0 0 … 0).另一正参数λ* = {λ*
I ,I⊆

{1,2,…,n},I ≠ ∅}, 假 设 Yλ* =
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(Y1 Y2 … Yn)的生存函数为􀭺Gλ* .令Xi
st

 􀪅􀪅

Yi,有λi =λ*
i ,i=1,2,…,n.记F*、G* 分别为

(Xi|∩
j≠i
{Xj>xj})与(Yi|∩

j≠i
{Yj>xj})的生存

函数,当λ≥λ* 时

 G*

F*
=exp{-xi(∑

j
νijxj+∑

j≠k
νijkxjxk+…+

ν12…n∏
j
xj ) }

其中νij =λ*
ij -λij≤0,…,ν12…n =λ*

12…n-λ12…n≤

0,从而(Xi|∩
j≠i
{Xj >xj})≤hr(Yi|∩

j≠i
{Yj >

xj}).又Xi
st

 􀪅􀪅Yi,有

(Xi|∩
j≠i
{Xj>F-1

j (uj)}) ≤hr

(Yi|∩
j≠i
{Yj>G-1

j (uj)});uj∈ [0,1]

成立,即X≤uohrY.

2 与其他随机序的关系

对于n元随机向量X 和Y,因为X≤hrY⇒X

≤uoY,X≤qhY⇒X≥loY,从而

 X≤uohrY⇒ (Xi|∩
j≠i
{Xj>F-1

j (uj)}) ≤uo

(Yi|∩
j≠i
{Yj>G-1

j (uj)})

 X≤loqhY⇒ (Xi|∩
j≠i
{Xj>F-1

j (uj)}) ≥lo

(Yi|∩
j≠i
{Yj>G-1

j (uj)})
定理7 令二元随机向量X = (X1 X2),

XI = (Y1 Y2),Y1、Y2 相互独立,且Yi
st

 􀪅􀪅Xi,

i=1,2,则

(1)RTI(Xj | Xi),i ≠ j,i,j = 1,2⇔

XI ≤uohrX;

(2)LTD(Xj | Xi),i ≠ j,i,j = 1,2⇔

XI ≤loqhX.

证明 若Xj 关于Xi 是RTI的,i≠j,i,j=

1,2,即对所有uj≥0,P{Xj>F-1
j (uj)|Xi>xi}

关于 xi 单 调 递 增.由 于 P{Xi > xi |Xj >

F-1
j (uj)}/Fi(xi)= P{Xj > F-1

j (uj)|Xi >

xi}/􀭺Fj(F-1
j (uj)),等价于对所有的xi,P{Xi >

xi|Xj > F-1
j (uj)}关 于 uj 单 调 递 减 的,即

Xi≤hr{Xi|Xj>F-1
j (uj),j≠i}.又因为Y1、Y2

相互 独 立,且Yi
st

 􀪅􀪅 Xi,等 价 于{Yi |Yj >

G-1
j (uj),j≠i}≤hr{Xi|Xj>F-1

j (uj),j≠i},亦

即XI ≤uohrX.

同理可得结论(2). □

Hollander等[8]介绍了其他两种RTI和LTD

序,即 ≤*
RTI和 ≤*

LTD,下面讨论上章定义的随机序

与这两个序之间的关系.
定理8 假设二元分布函数F和G 的边际分

布相同,那么

F≤uohrG⇒F≤*
RTIG,F≤loqhG⇒F≤*

LTDG
证明 下面考虑的情形都是j≠i∈ {1,2},

对 ∀uj,给定xi≤x*
i .

如果 F ≤uohrG,易得􀭺F(xi,F-1
j (uj))􀭺G(x*

i ,

G-1
j (uj)) ≥ 􀭺F(x*

i ,F-1
j (uj))􀭺G(xi,G-1

j (uj)),

􀭺F(x*
i |F-1

j (uj))≤ 􀭺G(x*
i |G-1

j (uj)),并 且

G(xi,G-1
j (uj))

Fi(xi) ≥G(x*
i ,G-1

j (uj))
Fi(x*

i )
,所以

P{Xj≤F-1
j (uj)|Xi>xi}-

P{Xj≤F-1
j (uj)|Xi>x*

i }=
􀭺F(x*

i ,F-1
j (uj))

Fi(x*
i )

-
􀭺F(xi,F-1

j (uj))
Fi(xi)

≤

􀭺F(x*
i ,F-1

j (uj))
􀭺G(x*

i ,G-1
j (uj))(

􀭺G(x*
i ,G-1

j (uj))
Fi(x*

i )
-

􀭺G(xi,G-1
j (uj))

Fi(xi)
) ≤

P{Yj≤F-1
j (uj)|Yi>xi}-

P{Yj≤F-1
j (uj)|Yi>x*

i }

因而,F≤*
RTIG 成立.

同理,如果F≤loqhG,那么F≤*
LTDG. □

推论1 如定理7所给条件,下面两个等价

关系成立:

(1)XI≤uohrX⇔XI≤*
RTIX⇔RTI(Xi|Xj),i,

j=1,2,i≠j;

(2)XI ≤loqhX⇔XI≤*
LTDX⇔LTD(Xi|Xj),

i,j=1,2,i≠j.
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这是由于当XI≤*
RTIX,x1≤x2时,即G*

x1
(y)

-G*
x2
(y)= F2(y)-F2(y)=0≤F*

x1
(y)-

F*
x2
(y),P{X2>y|X1>x}关于x单调递增.当

XI≤*
LTDX,x1≤x2时,即G*,x1

(y)-G*,x2
(y)=

0≤F*,x1
(y)-F*,x2

(y),P{X2≤y|X1≤x}关

于x单调递减.

3 结 语

随机序一直是概率统计学比较关心的课题,

本文定义了上象限危险率序和下象限拟危险率

序,给出了它们的一些基本性质,重点考查了与

RTI、LTD、RTI*、LTD* 等随机序的关系,对随

机序理论的发展和完善有重要的意义.
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Twoclassesofdependencestochasticordersandtheirproperties

CHEN Yan-hong1, AI Wei-qun2, SONG Li-xin*1

(1.SchoolofMathematicalSciences,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China;

2.MathematicsSchool,JilinUniversity,Changchun130012,China)

Abstract:Basedonhazardordersandquasihazardorderstogetherwiththecomparisonofconditional
randomvectorsunderstochasticorders,theconceptsofupperorthanthazardorderandlowerorthant

quasihazardorderarepresented,andtheirbasicpropertiesaswellastherelationshipwithother

stochasticordersareexplored.Thetwoordersarecloselyrelated,andtheydescribethechangetrend

betweenn-dimensionaldistributionanditsunivariatemarginaldistribution.Inthebivariatecase,the

lowerFréchetboundisdominated,andtheupperorthanthazardorderandthelowerorthantquasi

hazardorderimplytherighttailincreasingorderandthelefttaildecreasingorder,respectively.

Keywords:upperorthanthazardorder;lowerorthantquasihazardorder;righttailincreasing;left

taildecreasing
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