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摘要:传统的代理约束方法虽可加速分支定界法或割平面法的求解速度,但往往会扩大原

问题的可行域,不能保证得到原问题的最优解.考虑到代理约束乘子的取值特点,利用极大熵

原理对传统代理约束方法进行了改进,给出求解整数规划问题的凝聚函数法,并研究了其理

论可行性.当参数取适当大时,该方法得到的问题与原问题完全等价,从而可以通过该方法得

到原问题的最优解,且无需对偶计算.算例结果阐释了凝聚函数法的有效性和可行性.
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0 引 言

整数规划作为一类特殊的规划问题,因其应

用的广泛性而日益引起研究者的重视[1~4].现实

生活中的很多问题都可化为整数规划问题,如着

色问题[1、2]、背包问题[3]、最大割问题[4]等.该类问

题因其变量的非连续性,求解存在很大难度.

用以求解整数规划问题的传统方法包括隐枚

举法、分支定界法、割平面法等,但这些方法较为

繁琐且计算量大.Glover[5]于1965年提出一种所

谓代理约束方法,用以求解0-1整数规划问题.虽

然代理约束方法仅限于目标函数及约束为线性的

情况,但较之传统方法,其具有明显的方便快捷的

优点,且可以加速分支定界法等算法的计算速度.

随后 该 方 法 被 应 用 于 求 解 一 般 整 数 规 划 问

题[6~9].但此方法类似于传统的拉格朗日方法,亦

是一种构建对偶的技术,因此需要同时在原空间

与对偶空间进行交叉迭代,计算量也比较大.一般

情况下,该方法往往会扩大原问题的可行域,并不

能保证得到原问题的最优解.

若要成功地应用代理约束方法,即得到原问

题的最优解,对应对偶间隙为0,一个充要条件便

是保证代理约束法得到的最优解为原问题的可行

点,也就是保证代理约束方法不会扩大原问题的

可行域.对此,结合代理乘子的取值特点,本文利

用极大熵原理给出解整数规划问题的凝聚函数

法,以得到原整数规划问题的最优解.

1 代理约束方法

考虑整数规划问题

(P) min f(x)

s.t.gi(x)≤0;i=1,2,…,m (1)

x∈X
其 中 X 为 向 量 集 合;f:Rn → R;g(x) =
(g1(x) g2(x) … gm(x)):Rn →Rm.

Glover给出的代理约束问题定义为

(SP) minf(x)

s.t.uTg(x)≤0
(2)

 
其中u=(u1 u2 … um)T为代理乘子,且满足



u∈Λ= u≥0:∑
m

i=1
ui =1{ }.代理对偶问题为

(SD) max
u∈Λ

s(u)∶=inf{f(x)|uTg(x)≤0,

xj 为整数;j=1,2,…,n} (3)

显然,若x满足原问题(P)的约束一定满足

代理约束问题(SP)的约束,而满足代理约束问题

(SP)的约束通常却不满足原问题(P)的约束,即

扩大了原问题(P)的可行域.令x* 及x*
s 分别表

示问题(P)及问题(SP)的最优解,则对于任意的

u∈Λ,均有f(x*
s )≤f(x*).倘若x*

s 为原问题

(P)的可行点,则x*
s 亦为原问题(P)的最优解;若

x*
s 不可行,此时便出现代理对偶间隙.Glover[9]

是通过解代理对偶问题(SD)来调整代理乘子取

值的,由于这种方法需要在原空间和对偶空间交

叉迭代,求解连续优化问题计算量非常大,因此求

解整数规划问题计算量更大.

2 求解整数规划的凝聚函数法

易见,问题(P)等价于

(MP) minf(x)

s.t.γ(x)≤0 (4)

x∈X
其中γ(x)∶= max

1≤i≤m
{gi(x)}为极大值函数.

将代理约束问题(SP)与问题(MP)进行比较

可以发现,对于任意u∈Λ,它们的约束函数之间

均存在下述不等式关系:

uTg(x)≤γ(x) (5)

因此,代理约束法的乘子调整应使uTg(x)逼近

γ(x),即应解如下的极大化问题(对偶问题):

max
u∈Λ

gs(x,u)=∑
m

i=1
uigi(x) (6)

上述问题的目标函数是关于变量u的线性函

数,其最优解总是出现在单纯形Λ的顶点上,即对

应约束取最大值的那个代理乘子取1而其余的代

理乘子皆为0.而且,随着迭代进行,这个问题的

最优点将从一个极点跳到另一个极点.代理约束

问题会扩大原问题可行域的原因是代理乘子取值

不合理.为解决这个问题,应用极大熵原理.代理

乘子位于单纯形Λ内,在未知其他信息的前提下,

要求代理乘子满足熵函数值极大,即

max
u∈Λ

H(u)=-∑
m

i=1
uilnui (7)

使用一个加权系数p把目标函数式(6)与(7)

合成一个,即解如下的“复合”极大化问题:

max
u∈Λ

gp(x,u)=gs(x,u)+1p
H(u) (8)

其最优解唯一,为

ui = exp(pgi(x))

∑
m

k=1
exp(pgk(x))

;i=1,2,…,m (9)

将式(9)代回到复合目标函数中消去代理乘子u,

即可得到

 gp(x,u(x))= 1p
ln∑

m

i=1
exp(pgi(x))( ) (10)

从而将问题(P)转化为问题

(EP(p)) minf(x)

s.t.gp(x,u(x))= 1p ×

ln ∑
m

i=1
exp(pgi(x))( )≤0

x∈X (11)

式(10)即文献[10]用以求解极大极小问题

的凝聚函数,此函数可很好地解决极大极小问题

的不可微性.下面研究应用凝聚函数求解整数规

划问题的理论可行性.

3 理论结果

Greenberg等[8]在研究代理对偶问题的性质

时指出了寻找代理对偶问题最优解的可行方向,

“在寻找代理对偶问题的最优解时,不能减小不可

行不等式对应的代理乘子,同时不能增大可行不

等式对应的代理乘子”.由式(9)给出的代理乘子,

对于乘子uk、ul 有uk/ul=exp(p(gk-gl)),显然

有gk>gl⇔uk>ul,即约束函数值越大则对应的

代理乘子越大,这就从理论上杜绝了传统代理约

束方法扩大原问题可行域的可能性.
令F(·)表示优化问题(·)的可行域,v(·)表示

优化问题(·)的最优值.I={i|gi(x)=0},Li =

min
x∈X\F

{gi(x)},L=min
i
{Li},Gi=max

x∈F
{gi(x)|i∉
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I},G=max
i
{Gi},a 表示不小于数a 的最小整

数,|I|表示集合I包含的元素个数,显然有L>

0.
定理1 对于p<q< ∞,有F(EP(p))⊆

F(EP(q)).
证明 对于p<q,若g(x)∈S(EP(p)),则

由凝聚函数的单调性[11]有

1
q
ln∑

m

i=1
exp(qgi(x))( )≤

1
p
ln∑

m

i=1
exp(pgi(x))( )≤0

即 g(x)∈ F(EP(q)), 从 而 F(EP(p))⊆

F(EP(q)). □
定理2 对于问题(EP(p)),及数L>0(如

上定义),若p≥p0= lnm/L ,则有F(EP(p))

=F(P).
证明 首先证明F(EP(p))⊆F(P),由定理

1可知,对于所有的p ≥p0,有F(EP(p0))⊆

F(EP(p)).由文献[11]可知对凝聚函数有

 max
1≤i≤m

{gi(x)}≤ 1p
ln∑

m

i=1
exp(pgi(x︵))( )≤

1
p
lnm+max

1≤i≤m
{gi(x︵)}

假设x︵ ∈F(EP(p)),自然有max
1≤i≤m

{gi(x)}≤

1
p
ln∑

m

i=1
exp(pgi(x︵))( )≤0,即x︵ ∈F(P),从而有

F(EP(p))⊆F(P).
下证F(P)⊆F(EP(p)).
若 x︵ ∉ F(EP(p)), 则 显 然 有

1
p
ln∑

m

i=1
exp(pgi(x︵))( )≥1p

ln(exp(pL))=L,

下证此时必有g(x︵)= (g1 (x︵) g2 (x︵) … 

gm(x︵))>0.

利 用 反 证 法, 假 设 此 时 有 g (x︵)=
(g1(x︵) g2 (x︵) … gm (x︵)) < 0, 且

1
p
ln∑

m

i=1
exp(pgi(x︵))( )≥L.由假设条件,所有

的可行点都位于可行域内部,g(x︵)= (g1(x︵) 

g2(x︵) … gm (x︵)) ≠ 0. 若 保 持

1
p
ln∑

m

i=1
exp(pgi(x︵))( ) ≥ L, 必 有

1
p
ln(mexp(pG))≥ 1

p
ln∑

m

i=1
exp(pgi(x︵))( ) ≥

L,从而exp(pG)≥exp(pL)/m.由G的定义知G

<0,从而对于p>0有exp(pG)<1,而p≥

lnm/L 有exp(pL)/m≥1,矛盾.
所以只 要 p ≥ lnm/L ,必 有 g(x︵)=

(g1(x︵) g2(x︵) … gm(x︵))>0,即x︵ ∉F(P),

从而F(P)⊆F(EP(p)).
综上可知,若p ≥p0 = lnm/L ,则有

F(EP(p))=F(P). □
定理3 对于问题(P)与问题(EP(p)),及

数L>0(如前定义),若p≥p0 = lnm/L ,则

有v(EP(p))=v(P).
证明 比较问题(P)与问题(EP(p))可见,

两者的差别仅在于可行域,而由定理2可知,问题

(P)与问题(EP(p))在p≥p0 = lnm/L 时完

全等价,从而有v(EP(p))=v(P). □
虽然 理 论 表 明 参 数 p 需 取 足 够 大,问 题

(EP(p))与问题(P)才完全等价,但实际应用中

并无需参数取太大值.进一步地,对于整系数整数

规划问题,可以确定地给出参数p的阈值.
推论1 对于问题(P),假设所有约束函数

均为整数值函数 ——— 如各系数为整数的多项式

函数,若p≥p0 = lnm ,则有v(EP(p))=

v(P).
证明 注意到此时有Li= min

x∈X\F
{gi(x)}≥1,

从而有lnm≥lnm/L,由定理3可知p>p0 =

lnm 时,必有v(EP(p))=v(P). □
例1[12]

minf(x)= (x1-2)2+(x2-3)2+1

s.t.g1(x)=x21+x2-16≤0

g2(x)=-x1+2x2-4≤0

g3(x)=2x1-x2-4≤0

0≤x1 ≤4

0≤x2 ≤4 (12)

应用凝聚函数后,随着参数p 的增大,问题

(EP(p))的可行域如图1所示.由lnm=ln3=

299 大 连 理 工 大 学 学 报 第49卷 



1.0986可得,此时只要p≥ p0 = 1.0986 =

2即可,与图1所示的结果相同.
最后针对 Myers[13]提出的一个测试问题进

行计算,以阐释凝聚函数法的有效性和可行性.

图1 例1中凝聚函数法确定的可行域

Fig.1 Feasibleregionofaggregatefunctionmethod

inExample1

例2 Myers问题[13]

minf(x)=4.0exp(x1)+5.0exp(-0.4x2)-

2.0x3+x34+3.0x24+0.1x65+x26-

ln(2.0x7+1.0)-ln(x8+3.0)+

x29-4.0x9+x310+ x2+4.0

s.t.g1(x)=3x1+2x2-2x4+5x5-3x6+x7+

2x9-26.6≤0

g2(x)=2x2+5x3-4x5+2x6-2x9-

2x10+6.6≤0

g3(x)=-7x1-3x2-3x3+2x4-6x7-

x9-2x10+57.7≤0

g4(x)=3x1+2x2+3x3-3x4+4x5+

x6-4x7+3x8+3x9-2x10-

5.8≤0

g5(x)=-x1-2x2-2x3+3x4+3x5+

2x6+x8-6x9+3x10-10.5≤0

g6(x)=-2x1-x2+2x3-x4-3x5-

2x7-3x9+4x10+7.5≤0

g7(x)=2x1-5x3+3x4+x5-x6+

x7+x10-20.5≤0

g8(x)=-5x1-2x2-x3+x4-4x5+

x6+2x7-3x8-3x10-35.1≤0

xi∈Z且xi≥0;i=1,2,…,10

Myers 给 出 的 最 优 解 为 x* =
(2 3 0 1 1 0 5 5 1 4),最 优 值 f*

=94.33.利用凝聚函数法处理约束后,计算结果

为x* = (0 2 1 0 1 0 7 3 3 3),f*

=26.2963.

4 结 语

求解整数规划的凝聚函数法可看做是对传统

代理约束方法的一种改进.利用极大熵原理更合

理地(自适应地)确定了最优代理乘子,可以避免

扩大原问题的可行域,且在实际应用中并无须对

偶计算.算例结果亦阐释了该方法的有效性.进一

步的应用,包括该方法对大规模整数规划问题的

应用及针对各类具体的整数规划子问题,结合其

各自的结构特点进行求解等将在后续工作中给

出.
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Anaggregatefunctionmethodforintegerprogramming

ZHANG Li-li1, LI Jian-yu2, LI Xing-si*3
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Abstract:Theconventionalsurrogateconstraint method,whichcanimprovetheefficiencyof
branch-and-boundorcuttingplanealgorithms,cannotguaranteetofindtheoptimalsolutionofthe

primalproblem.Adualitygapwhichiscausedbytherelaxationofthefeasibleregionoftheprimal

problemoftenexists.Combiningthesurrogateconstraintmethodandthemaximumentropyprinciple,

anaggregatefunctionmethodforintegerprogrammingisgiven,whichcanobtainanabsolutely

equivalentsingleconstraintproblemfortheprimalproblem,andthetheoreticalfeasibilityofthis

methodisalsostudied.Furthermore,thismethodisguaranteedtosucceedinidentifyinganoptimal

solutionoftheprimalproblem withoutanyactualdualsearchwhenparametersaresetabovethe

thresholdvalue.Theresultsoftheexampleillustratethevalidityandfeasibilityoftheaggregate

functionmethod.

Keywords:integerprogramming;surrogateconstraint;maximum entropyprinciple;aggregate

function
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