
第50卷第1期

2010年1月

大 连 理 工 大 学 学 报

JournalofDalianUniversityofTechnology
Vol.50, No.1

Jan.2010

文章编号:1000-8608(2010)01-0009-06

偶应力/应变梯度弹塑性理论有限元实现
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摘要:引入了偶应力弹塑性理论的增量形式,并提出了一种新的应变梯度理论,该理论引入

了两个细观材料长度,结构较为简便.采用RCT9+RT9单元对软化材料的剪切带问题进行

分析,该单元无多余零能模式且满足C0-1分片检验,即同时满足C1 常曲率分片检验和C0 线

性应力分片检验.数值结果表明,利用传统弹塑性理论分析剪切带问题会出现显著的网格依

赖性现象,而偶应力/应变梯度理论可以有效地避免这一问题,使计算结果收敛,此外,剪切带

宽度随细观材料长度的减小而变窄.
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0 引 言

在微/纳米级的工程现象中,普遍存在着尺度

效应的问题.一系列的微观试验[1~5]表明尺度效

应广泛地存在于微米级的工程问题中.
在解决尺度效应问题上,传统的连续体力学

遇到了困难.应变梯度理论引入了细观材料长度,
因为细观材料长度与缺陷尺寸存在一定的关系,
可以解释尺度效应.最近20年,应变梯度理论得

到了迅速的发展,被广泛应用于预测微观试验及

复合/晶体材料的尺度效应、剪切带分析、断裂力

学等领域,并有一些研究者将之应用到混凝土和

岩石的变形分析上,也获得了一定的成功.目前的

应变梯度理论主要有两大类:一类是在本构方程

中引入应变梯度以及与之功共轭的高阶应力.该
理论的前身是1909年Cosserat兄弟建立的偶应

力理论[6].20世纪60年代,Toupin[7]、Koiter[8]和
Mindlin[9]对之进行了引申,本构方程中引入应变

梯度,不仅与微观曲率有关而且与法向应变梯度

有关.在此基础上,Fleck等从几何必需位错和统

计存储位错的角度出发,发展了偶应力塑性理

论[10]和应变梯度塑性理论[11、12],引入了高阶应力

与高阶应变,该理论便于有限元的理论实现,并且

可以 解 释 一 系 列 微 观 试 验 的 尺 度 效 应.Gao
等[12、13]基于Nix等[14]发展的位错模型,提出了一

种基于位错机制的应变梯度塑性理论,即 MSG
理论.该理论通过一个多尺度、分层次的框架,将
宏观塑性理论和位错理论有机地联系起来.由于

Fleck-Hutchinson框架及 Gao-Huang框架各自

的优越性,很多人在此基础上提出了改进的应变

梯度理论,例如Shu等[15]提出的应变梯度晶体塑

性理论,Huang等[16]提出的CMSG理论.另一类

应变梯度理论是在屈服函数中引入等效塑性应变

的Laplace算子.这类理论首先由Aifantis[17、18]提
出,由于本构关系与平衡方程保持不变,仅修改了

屈服函数,结构更为简单.
有限元法仍然是求解应变梯度理论的主要方

法,现在建立的不协调的单元函数都只考虑分别

满足C0 连续条件和C1 连续条件,Ai-kah等[19]提

出了同时考虑C0 和C1 连续的C0-1分片检验条

件,并构建了可通过 C0-1分片检验的 RCT9+
RT9[20]单元.本文提出一种新的应变梯度理论,
并利用偶应力/应变梯度理论分析剪切带问题.

1 偶应力及应变梯度理论

1.1 偶应力理论

偶应力理论在本构方程中引入旋转梯度,是
应变梯度理论的一种反对称的特殊情况.按照热

力学一致性条件,推导偶应力理论增量形式[21].



Cauchy应力

τij =σij +rij (1)
其中σij 为τij 对称部分,rij 为τij 反对称部分.

几何方程

εij = 12
(ui,j+uj,i) (2)

χji =ωi,j = 12eistut,sj (3)

其中χji
为曲率张量分量,ωi 为旋转矢量分量.

本构方程

σ ·ij =De
ijklε ·ekl, m ·ij =Me

ijklχ
 ·e
kl (4)

其中mij 为偶应力分量;Me
ijkl =2Gl2δikδjl,l为细

观材料长度.
平衡方程

τji,j =0;mji,j+eistτst =0 (5)
虚功原理

∫V
(σijδεij +mijδχij

)dV =∫S
(tiui+ωiqi)dS

(6)
边界力

ti =τjinj; qi =mjinj (7)
流动法则

ε ·ij =ε ·eij +ε ·pij;χ
 ·
ij =χ 

·e
ij +χ 

·p
ij (8)

ε ·pij =λ 
·∂g
∂σij
;χ 
·p
ij =λ 

· ∂g
∂mij

(9)

其中g为塑性势函数.对于关联塑性,g≡f,f为

屈服函数.
塑性一致性条件

∂f
∂σij

σ ·ij + ∂f∂mij
m ·ij +∂f∂λλ 

·
=0 (10)

由式(4)、(8)~ (10)得

σ ·ij =Dep
ijklε ·kl -Dc

ijklχ
 ·
kl (11)

m ·ij =Mep
ijklε ·kl -Mc

ijklχ
 ·
kl (12)

式中

Dep
ijkl =De

ijkl -Dp
ijkl;

Dc
ijkl = 1ADe

ijst
∂g
∂σst

∂f
∂mmn

Me
mnkl

Mep
ijkl =Me

ijkl -Mp
ijkl

Mc
ijkl = 1AMe

ijst
∂g
∂mst

∂f
∂σmn

De
mnkl

其中

Dp
ijkl = 1ADe

ijst
∂g
∂σst

∂f
∂σmn

De
mnkl

Mp
ijkl = 1AMe

ijst
∂g
∂mst

∂f
∂mmn

Me
mnkl

A =∂f∂σij
De

ijkl
∂g
∂σkl

+ ∂f∂mij
Me

ijkl
∂g
∂mkl

-∂f∂λ

1.2 应变梯度理论

在偶应力基础上进一步考虑正应变的变化

率,本构方程直接引入应变梯度项,建立一种应变

梯度理论,包含两个细观材料长度,分别作用在高

阶应变的体积项和剪切项.
几何方程

εij = 12
(ui,j+uj,i) (13)

ηkij =εij,k (14)
将应变εij 和高阶应变ηkij 分解为偏量和静水

部分:

εij =eij +13δijεkk;ηkij =η'kij +ηhkij (15)

η'kij =ηkij -ηhkij;ηhkij = 13δijηkpp (16)

其中η'kij 和ηhkij 分别为ηkij 的偏量部分和静水部分.
本构方程

τ ·ij =De
ijklε ·ekl -Kl21δij 2ε ·emm -2Gl22 2e ·eij

(17)
其中τij 为Cauchy应力;l1 和l2 均为细观材料长

度,分别作用于高阶应变的体积项和剪切项.定义

σij、mkij 分别为低阶应力和高阶应力,它们的表达

式为

σ ·ij =De
ijklε ·ekl (18)

m ·kij =3Kl21(̇ηhkij)e+2Gl22(̇η'kij)e (19)
则有

τ ·ij =σ ·ij -m ·kij,k (20)
平衡方程

τij,j =0或 (σij -mkij,k),j =0 (21)
虚功原理

∫V
(σijδεij +mkijδηkij)dV =∫Sσ

(tiδui+μinkδui,k)dS

(22)
边界力

 ti =σijnj-njnknlmkij,l-(njDk+nkDj)mkij +
(njnkDlnl-Djnk)mkij;

μi =mkijnjnk (23)

其中Dk = (δkl -nknl)∂∂xl
.

流动法则

ε ·ij =ε ·eij +ε ·pij;̇ηkij =η̇ekij +̇ηpkij (24)

ε ·pij =λ 
·∂g
∂σij
;̇ηpkij =λ 

· ∂g
∂mkij

(25)

塑性一致性条件

∂f
∂σij

σ ·ij + ∂f
∂mkij

m ·kij +∂f∂λλ 
·
=0 (26)
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由式(18)、(19)、(24)~ (26)得

σ ·ij =Dep
ijmnε ·mn -Dc

kijmṅηkmn (27)

m ·kij =Mep
klijmṅηlmn -Mc

kijmnε ·mn (28)
式中

Dep
ijmn =De

ijmn -Dp
ijmn

Dc
kijmn = 1ADe

ijst
∂g
∂σst

∂f
∂mkpq

Me
pqmn

Mep
klijmn =Me

ijmnδkl -Mp
klijmn

Mc
kijmn = 1AMe

ijst
∂g
∂mkst

∂f
∂σpq

De
pqmn

其中

Dp
ijmn = 1ADe

ijst
∂g
∂σst

∂f
∂σpq

De
pqmn

Me
ijmn =Kl21δijδmn -2G3l

2
2δijδmn +

Gl22(δimδjn +δinδjm)

Mp
klijmn = 1AMe

ijst
∂g
∂mkst

∂f
∂mlpq

Me
pqmn

A =∂f∂σij
De

ijmn
∂g
∂σmn

+ ∂f
∂mkij

Me
ijmn

∂g
∂mkmn

-∂f∂λ
应当注意,l1 作用在体积项,与传统弹塑性一

样,体积项保持弹性.因此进入塑性后仅l2 起作

用.

2 剪切带分析

考虑平面应变受压缩例题,试件长h=120
mm,宽w=60mm.剪切模量G=4000MPa,泊
松比ν=0.499(近 不 可 压 缩).试 件 符 合 von
Mises屈服准则,整体软化模量 H=-400MPa.
初始屈服强度σy=100MPa.材料的应力-应变曲

线见图1.左下角10mm×10mm缺陷区域,初始

屈服强度σy=90MPa.值得一提的是,左下角缺

陷仅为触发剪切带产生,对计算结果影响可以忽

略不计.网格划分见图2.

图1 材料的应力-应变曲线

Fig.1 Thestress-straincurveofmaterial

图2 剪切带计算网格划分

Fig.2 Finiteelementmeshesinshearbandproblem

用有限元软件 ABAQUS的 UEL子程序自

定义RCT9+RT9单元,将偶应力理论及应变梯

度理论的本构关系加入其中,对剪切带进行分析.
首先考虑顶部施加位移与节点结构反力曲线关

系.P 为单位厚度结构反力,vtop为顶部施加位移.
计算位移与反力曲线见图3~5.

计算所得的等效塑性应变等值线如图6~9
所示.

图3 传统弹塑性理论的位移-反力曲线

Fig.3 Displacement-reactiondiagramsofclassical

elasto-plasticitytheory

从图3和6中可以看出,采用传统弹塑性理

论计算剪切带,不同的网格得到的位移-反力曲线

不一致,网格越密,材料的软化行为越明显,计算

得到的剪切带宽度越窄.这说明:传统弹塑性计算

结果依赖于网格.
利用偶应力/应变梯度弹塑性理论进行计算,

由图4、5可以发现,计算结果能够很好地收敛.偶
应力理论中的细观材料长度l与应变梯度理论中

的l1、l2 对结果的影响不一样.对于应变梯度理

论,由于剪切带的形成和体积应变无关,l1 对结果

的影响可以忽略.由图7~9可见,对于相同的细
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图4 偶应力弹塑性理论的位移-反力曲线
Fig.4 Displacement-reactiondiagramsofcouple

stresselasto-plasticitytheory

图5 应变梯度弹塑性理论的位移-反力

曲线(l1=0,l2=3mm)

Fig.5 Displacement-reactiondiagramsofstrain

gradientelasto-plasticitytheory(l1=0,

l2=3mm)

观材料长度,计算所得的剪切带宽度偶应力较应

变梯度理论略小;对于相同的理论,剪切带宽度随

细观材料长度变小而变窄.这符合以往文献中对

剪切带例题分析的结果.

图6 传统弹塑性理论的等效塑性应变等值线

Fig.6 Equivalentplasticstrainofclassicalelasto-plasticitytheory

图7 偶应力弹塑性理论的等效塑性应变等值线(l=1.5mm)
Fig.7 Equivalentplasticstrainofcouplestresselasto-plasticitytheory(l=1.5mm)
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图8 偶应力弹塑性理论的等效塑性应变等值线(l=3.0mm)
Fig.8 Equivalentplasticstrainofcouplestresselasto-plasticitytheory(l=3.0mm)

图9 应变梯度弹塑性理论的等效塑性应变等值线(l1=0,l2=3mm)
Fig.9 Equivalentplasticstrainofstraingradientelasto-plasticitytheory(l1=0,l2=3mm)

本文对应变梯度理论采用l1=3mm,l2=0
进行分析,发现计算结果不收敛.这再次证明了l1
在剪切带问题中不起作用,它无法避免网格依赖

性问题.

3 结 论

(1)设计了一种新的应变梯度理论,含有两个

细观材料长度,其中l1 作用在体积项,只对弹性

变形起作用,l2 作用在剪切项.
(2)采用RCT9+RT9单元对偶应力/应变梯

度理论进行计算,该单元可确保通过C0-1分片检

验.
(3)对剪切带例题进行分析,结果收敛,且剪

切带宽度随细观材料长度变小而变窄.而对于相

同的细观材料长度,偶应力计算的剪切带宽度比

应变梯度理论计算所得结果略小.
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Finiteelementmethodsincouplestress/straingradientelasto-plasticitytheory

JI Bin, CHEN Wan-ji*, WANG Sheng-jun

(StateKeyLaboratoryofStructuralAnalysisforIndustrialEquipment,

DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Theflowtheoryofcouplestressgradientelasto-plasticityisderivedandanewstrain
gradienttheoryisintroduced,whichincludesonlytwolengthscalesandhasasimplestructure.A

RCT9+RT9planetriangularelementisappliedtoshearbandproblemofsofteningmaterials.This

elementhasnospuriouszeroenergymodesandpassestheC0-1patchtest,namelypassingtheC1

constantcurvaturepatchtestandtheC0linearstresspatchtestsimultaneously.Numericalresults

showthatpathologicalmeshdependenceasobtainedintraditionalfiniteelementcomputationswith

conventionalcontinuummodelsisnolongerencountered.Thewidthofshearbandgrowsmorenarrow

withsmallerlengthscales.

Keywords:couplestress;straingradient;C0-1patchtest;shearband
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