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小样本问题的概率分析与工程应用
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摘要:统计分析是工程中数据处理的基本手段,也是可靠度分析的基础.由于条件和试验费

用的限制,有时只能获得容量极小的样本,如工程中荷载试验桩的数量一般不多于4根.在这

种情况下,采用的数据统计分析方法至关重要.研究表明,线性最小偏差方法对于极小样本的

统计分析具有良好的适用性.针对线性最小偏差参数估计方法,给出了相关统计量的概率密

度函数,以此为基础可分析所估计参数的概率特性.以工程中按试桩确定桩极限承载力的标

准值为例讨论了所得公式的应用性,证明可用于工程中小样本数据的分析和处理.
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0 引 言

样本的概率分析是数理统计研究的基本问

题,主要包括参数估计、假设检验等,其中χ2 分

布、F 分布和t分布是经典的三大抽样分布[1].在

工程中,样本分布可用于小样本的参数估计和推

断.关于小样本,没有明确的样本容量规定,事实

上,用样本估计总体参数的准确与否还与总体的

变异性有关.有些情况下,即使样本容量不大,但
总体变异性很小,如变异系数为0.01,不需太大

的样本容量即能比较准确地估计出总体的参数,
这种情况并不是小样本问题.但在工程中,有时样

本的容量非常小,一般只有2~3个数据,可称为

极小样本.如工程中按桩静荷载试验确定桩的承

载力就是如此[2~6],其判断的准确性对工程的安

全性和经济性至关重要.早在1954年,文献[7]就
提出了小样本问题参数的线性最小偏差估计方

法,并指出这种方法与传统分析方法相比所具有

的优越性.之后,其他一些研究者也做了很多工

作[8],但迄今只给出了参数估计的方法,没有给出

样本参数的分布.为此,本文研究线性最小偏差估

计的样本分布,并探讨样本分布在确定桩基承载

力标准值中的应用.

1 参数的线性最小偏差估计

如前所述,参数估计是数理统计研究的基本

问题之一.传统的参数估计方法有矩法、最大似然

法、贝叶斯法等.对于总体中变量概率分布形式为

F[(x-λ)/α]的问题,根据文献[7、8],参数λ和α
可用下式估计:

λ̂=∑
n

i=1
ai·x(i) (1)

α̂=∑
n

i=1
bi·x(i) (2)

式中:ai 和bi 为系数,与样本容量n有关,文献[8]
的附 表 提 供 了 不 同 概 率 分 布 时 的 值;x(1) ≤
x(2)≤ … ≤x(n)为样本x1,x2,…,xn 自小到大排

列的值.
当样本的母体为正态分布时,分布参数为平

均值μ和标准差σ,样本的平均值和标准差可用下

式计算[8]:

x= 1n
(x(1)+x(2)+…+x(n))= 1n∑

n

i=1
xi (3)

s=b1x(1)+b2x(2)+…+bnx(n)=∑
n

i=1
bix(i) (4)

其中b1,b2,…,bn 为系数,按表1取用[8].



表1 样本母体为正态分布时计算样本标准差的系数

Tab.1 Coefficientforcalculationofstandardvarianceofsamplestakingfromnormaldistribution

n b1 b2 b3 b4 b5 b6 b7

2 -0.8862  0.8862

3 -0.5908 0  0.5908

4 -0.4539 -0.1102  0.1102 0.4539

5 -0.3724 -0.1352 0 0.1352 0.3724

6 -0.3175 -0.1386 -0.0432 0.0432 0.1386 0.3175

7 -0.2778 -0.1351 -0.0625 0 0.0625 0.1351 0.2778

2 统计量的概率分布

2.1 统计量

统计量是不包括未知参数的函数,是由样本

构成的随机变量,其分布可用来研究所要估计参

数的概率特性,式(3)和式(4)x和s均为统计量.
不难证明[1],X~N(μ,σ2/n),这样只需研究(X-

μ)/S的分布.
设有X(1)≤X(2)≤ … ≤X(n)为来自正态母

体的一个顺序统计量,如表1所示,bi(i=1,2,

…,n)的值是对称的,所以

V =S
σ =
∑
n

i=1
biX(i)

σ =∑
n

i=1
bi

X(i)-μ
σ =∑

n

i=1
biY(i)

(5)

Z=
X-μ
S =

1
n∑

n

i=1

X(i)-μ
σ

S
σ

=

1
n∑

n

i=1
Y(i)

V
(6)

其中Y(i)=X(i)-μ
σ

(i=1,2,…,n).显然Y(1)≤

Y(2)≤ … ≤Y(n)也是一个顺序统计量.

2.2 顺序统计量的变换

将顺序统计量Y(1)≤Y(2)≤…≤Y(n)变换为

随机变量U1,U2,…,Un,即

Ui =aijYj(i,j=1,2,…,n) (7)

其中

aij =

1
(i+1)i

; i≥j

- i-1
(i+1)i

;i<j

1
n
; i=n

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

式中(aij)n×n 是一个正交矩阵[1].

由式(7)可解得

Y(i)=cijUj(i,j=1,2,…,n) (8)

其中cij 为矩阵(aij)n×n 逆矩阵(或转置矩阵)的元

素,且cnn =0.
将式(8)代入式(5)和(6)得

V =∑
n

i=1
∑
n

j=1
bicijUj =∑

n-1

j=1
djUj (9)

Z=

1
n nUn

V = Un

nV
(10)

其中dj =∑
n-1

i=1
bicij(j=1,2,…,n-1),按表1中

的bi(i=1,2,…,n)计算得dn =0.这样,S与Un

是相互独立的.
将行 向 量 (d1 d2 … dn-1)除 以 d0 =

∑
n-1

j=1
d2j 得到一个单位向量.根据线性代数原理,

可以以该单位向量作为矩阵最后一行的行向量,

利用Gram-Schmidt标准正交化方法产生正交矩

阵E= (eij)(n-1)×(n-1).对于表1中的bi(i=1,2,

…,n),计算表明E是一个具有如下形式的三角矩

阵:

E=

e11 e12 0 0 … 0

e21 e22 e23 0 … 0

e31 e32 e33 e34 … 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙

en-2,1 en-2,2 en-2,3 en-2,4 … en-2,n-1

en-1,1 en-1,2 en-1,3 en-1,4 … en-1,n-1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

利用正交矩阵E,进一步将随机变量U1,U2,

…,Un-1 变换为随机变量V1,V2,…,Vn-1,即

Vi =∑
i+1

j=1
eijUj(i=1,2,…,n-1) (11)
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Vn-1 =∑
n-1

j=1
en-1,j =∑

n-1

j=1

dj

d0
Uj (12)

这样式(9)表示为

V =d0Vn-1 (13)

对于本文研究的问题,计算表明,如果将式

(11)和式(12)的第1,2,…,n-1行各分别除

|e11|,|e21|,…,|en-1,1|,可得到下面形式的表

达式(这是由表1中的bi(i=1,2,…,n)决定的):

Vi

|ei,1|=-∑
i

j=1
hjUj+ ei,i+1

|ei,1|
Ui+1

(i=1,2,…,n-2) (14)

Vn-1

|en-1,1|=-∑
n-1

j=1
hjUj (15)

其中h1,h2,…,hn-2 均大于0.

2.3 各变量的上下限

如前所述,X(1)≤X(2)≤…≤X(n)是一个顺

序统计量,经变换后Y(1)≤Y(2)≤…≤Y(n)也是

一个顺序统计量,相应地U1,U2,…,Un 及V1,V2,

…,Vn 也存在一定的关系,在确定S/σ的概率密

度函数时,需要知道这些随机变量间的关系.
由式(7)得

 Ui-1

i+1
- Ui

i-1
= i

(i+1)i(i-1)
×

(Y(i+1)-Y(i))≥0 (16)

所以

Ui≤ i-1
i+1

Ui-1≤ i-1
i+1

i-2
i Ui-2≤ … ≤

i-1
i+1

i-2
i
… 2

4U2 ≤

i-1
i+1

i-2
i
… 1

3U1 ≤0

(i=2,3,…,n) (17)

即

Ui≤
(j+1)j
(i+1)iUj(i≥j) (18)

或

Uj≥
(i+1)i
(j+1)j

Ui(j≤i) (19)

由于h1 >0,h2 >0,…,hn-1 >0,由式(15)

和(7)得

Vn-1

|en-1,1|≥-∑
n-1

j=i
hjUj≥-∑

n-1

i=j

(j+1)j
(i+1)ihiUj

所以有

Uj≥ut,j =- 1

∑
n-1

i=j

(j+1)j
(i+1)ihi

vn-1

|en-1,1|

(j=1,2,…,n-1) (20)

由式(15)和(20)得

Vi

|ei,1|≥
ei,i+1

|ei,1|
Ui+1 ≥ ei,i+1

|ei,1|
ut,i+1

所以有

Vi≥ei,i+1ut,i+1 (21)

进一步由式(15)和(20)得

Vn-1

|en-1,1|≤-∑
n-1

i=1

n(n-1)
(i+1)ihiUn-1

所以有

Un-1 ≤us,n-1 =- 1

∑
n-1

i=1

n(n-1)
(i+1)ihi

vn-1

|en-1,1|

(22)

进一步由式(19)得

 -Uj≤-us,j =

n(n-1)
(j+1)j

∑
n-1

i=1

n(n-1)
(i+1)ihi

vn-1

|en-1,1|

(j=1,2,…,n-1) (23)

由式(14)和(23)得

Vi

|ei,1|≤-∑
i-1

j=1
us,jhj

所以有

Vi≤-|ei,1|∑
i-1

j=1
us,jhj (24)

进一步由式(14)和(20)得

Vi

|ei,1|- Vi+1

|ei+1,1|= ei,i+1

|ei,1|+hi+1
æ

è
ç

ö

ø
÷Ui+1-

ei+1,i+2

|ei+1,1|
Ui+2 ≥

ei,i+1

|ei,1|+hi+1
æ

è
ç

ö

ø
÷Ui+1-

ei+1,i+2

|ei+1,1|
i+1
i+3

Ui+1 ≥

[ ei,i+1

|ei,1|+hi+1
æ

è
ç

ö

ø
÷-

ei+1,i+2

|ei+1,1|
i+1
i+3]ut,i+1

所以有
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 Vi≥ |ei,1|
|ei+1,1|

Vi+1+|ei,1| [ ( ei,i+1

|ei,1|+hi+1 ) -

ei+1,i+2

|ei+1,1|
i+1
i+3]ut,i+1

(i=1,2,…,n-3) (25)

由式(14)和(23)得

 Vi

|ei,1|- Vi+1

|ei+1,1|≤- ei+1,i+2

|ei+1,1|
Ui+2 ≤

- ei+1,i+2

|ei+1,1|
us,i+2

(i=1,2,…,n-3)

所以有

Vi≤ |ei,1|
|ei+1,1|

Vi+1- |ei,1|
|ei+1,1|

ei+1,i+2us,i+2

(i=1,2,…,n-3) (26)

结合式(21)和(25)得Vi(i=1,2,…,n-2)

的上限为

ti =max{ei,i+1ut,i+1,|ei,1|
|ei+1,1|

vi+1+|ei,1|×

[ ( ei,i+1

|ei,1|+hi+1 ) - ei+1,i+2

|ei+1,1|
i+1
i+3]ut,i+1}

(27)

结合式(24)和(26)得Vi(i=1,2,…,n-2)

的下限为

si =min{-|ei,1|∑
i-1

j=1
us,jhj,|

ei,1|
|ei+1,1|

vi+1-

|ei,1|
|ei+1,1|

ei+1,i+2us,i+2} (28)

2.4 概率密度函数

将顺序统计量X(1)≤X(2)≤ … ≤X(n)经过

Y(1)≤Y(2)≤ … ≤Y(n)和U1,U2,…,Un 变换到

随机变量V1,V2,…,Vn 后,其联合概率密度函数

也相应地变化.下面依次给出变量联合概率密度

函数的表达式.
来自正态母体的顺序统计量 X(1)≤X(2)≤

… ≤X(n)的联合概率密度函数为[1]

fX(x(1),x(2),…,x(n))= n!
2πσ( )

n ×

exp [-12∑
n

i=1

(x(i)-μ)2
σ2 ] (29)

将X(1)≤X(2)≤ … ≤X(n)变换为顺序统计

量Y(1)≤Y(2)≤…≤Y(n)后,联合概率密度函数

为

fY(y(1),y(2),…,y(n))= n!
2π( )

nexp -12∑
n

i=1
y2(i)æ

è
ç

ö

ø
÷

(30)

由于Y(1)≤Y(2)≤…≤Y(n)到U1,U2,…,Un

的变换是正交变换,根据矩阵理论,有

|J|=|∂Yi

∂Xj
|n×n =1,∑

n

i=1
y2(i)=∑

n

i=1
u2i

从而得到U1,U2,…,Un 的联合概率密度函

数为

fU(u1,u2,…,un)=fY(y(1),y(2),…,y(n))|J|=

C1
(2π)n

exp -12∑
n

i=1
u2iæ

è
ç

ö

ø
÷

(31)

其中,C1 由下式确定:

C1 =
(2π)n

∫∫…∫exp -12∑
n

i=1
u2iæ

è
ç

ö

ø
÷du1du2…dun

由式(7)知,Un 服从标准正态分布,即Un ~

N(0,1),其概率密度函数为

fUn
(un)= 1

2π
exp -12u

2
n

æ

è
ç

ö

ø
÷ (32)

U1,U2,…,Un-1 的联合概率密度函数为

fU(u1,u2,…,un-1)= C1
(2π)n-1

exp -12∑
n-1

i=1
u2iæ

è
ç

ö

ø
÷

(33)

同样由于E为正交矩阵,|J|=1,∑
n-1

i=1
u2i =

∑
n-1

i=1
v2i,V1,V2,…,Vn-1 的联合概率密度函数为

fV(v1,v2,…,vn-1)=fU(u1,u2,…,un-1)|J|=

C2
(2π)n-1

exp -12∑
n-1

i=1
v2iæ

è
ç

ö

ø
÷

(34)

其中,C2 由下式确定:

C2 =
(2π)n-1

∫∫…∫exp -12∑
n-1

i=1
v2iæ

è
ç

ö

ø
÷dv1dv2…dvn-1

所以,Vn-1 的概率密度函数为
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fVn-1
(vn-1)= C2

(2π)n-1∫
sn-2

tn-2∫
sn-3

tn-3

…∫
s1

t1
exp(-12×

∑
n-1

i=1
v2i )dv1dv2…dvn-2 (35)

根据式(15),V =S/σ的概率密度函数为

fV(v)= C2
d0(2π)n-1

exp -v
d0

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

[ ]×

∫
sn-2

tn-2∫
sn-3

tn-3

…∫
s1

t1
exp -12∑

n-2

i=1
v2iæ

è
ç

ö

ø
÷×

dv1dv2…dvn-2 (36)

根据式(13),Z=(X-μ)/S的概率密度函数

由下式计算:

fZ(z)=∫
+∞

0

nd0C2vn-1

2π
·exp[-12n×

(d0zvn-1)2 ]fVn-1
(vn-1)dvn-1 (37)

2.5 计算结果与模拟结果的比较

为检验本文推导的S/σ和(X-μ)/S概率密

度函数的正确性,进行了 Monte-Carlo模拟.模拟

的方法是,首先假定正态总体变量的平均值μ和

标准差σ,然后产生容量为n的样本x1,x2,…,xn,

将样本值由小到大排序,得到x(1)≤x(2)≤ … ≤

x(n),由式(3)和(4)计算x和s,进而计算s/σ和(x

-μ)/s.重复上述过程多次(不少于10000次).对

模拟结果按划分的区段进行统计处理,得到模拟

的S/σ和(X-μ)/S的频数.图1给出了n=2和

5时由式(36)计算的概率密度函数与模拟结果的

比较,图2和图3给出了n=2和5时由式(37)计

算的概率密度函数与模拟结果的比较.由这些图

可以看出,计算结果与模拟结果符合得很好,说明

     

图1 计算和模拟的S/σ概率密度函数的比较

Fig.1 Comparisonofprobabilitydensityvalueof

S/σbetweencalculatedandsimulated

本文推导的计算公式是正确的.图4为n=2~7
时由式(37)计算的概率密度曲线.

图2 n=2时计算和模拟的(X-μ)/S概率

密度函数的比较

Fig.2 Comparisonofprobabilitydensityvalueof

(X-μ)/Sbetweencalculatedandsimulated

forn=2

图3 n=5时计算和模拟的(X-μ)/S概率

密度函数的比较

Fig.3 Comparisonofprobabilitydensityvalueof

(X-μ)/Sbetweencalculatedandsimulated

forn=5

图4 n=2~7时(X-μ)/S的概率密度函数

Fig.4 Probabilitydensityvalueof(X-μ)/Sfor

n=2~7
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3 在桩极限承载力分析中的应用

在工程设计中,材料和土工参数的代表值是

用标准值定义的[9~11].混凝土和钢材标准值的保

证率为95%,而土工参数标准值一般取平均值.
由于样本容量很小时桩承载力的平均值是不确定

的,估计桩的承载力时应考虑由小样本产生的不

确定性.假定桩的承载力服从正态分布,则可将桩

承载力的标准值定义为

Qk =μ=x-zα(n-1)·s (38)

式中:x和s分别由式(3)和式(4)计算;zα(n-1)

为Z的α-分位点值,由下式计算:

P(Q>Qk)=P[Z<zα(n-1)]=

∫
zα(n-1)

0
fZ(z)dz=1-α (39)

式(39)表示用式(38)确定的桩极限承载力

的保证率为1-α.表2给出了n=2~7,1-α=

0.75、0.90和0.95时的zα(n-1)值,这3个1-

α值是国际上常用的概率值[10、11].

表2 不同保证率1-α和不同样本容

量时的zα(n-1)

Tab.2 Valuesofzα(n-1)invarioussizeand

acceptedprobability1-α

n
1-α

0.75 0.90 0.95

2

3

4

5

6

7

0.56

0.41

0.35

0.31

0.29

0.27

1.75

0.96

0.76

0.66

0.59

0.55

3.61

1.50

1.09

0.92

0.81

0.74

如果桩的静载承载力服从对数正态分布,这

样,静荷载试验结果按下式计算:

 lnx= 1n
(lnx(1)+lnx(2)+…+lnx(n))=

1
n∑

n

i=1
lnxi (40)

 lns=b1lnx(1)+b2lnx(2)+…+bnlnx(n)=

∑
n

i=1
bilnx(i) (41)

类似于式(38),可确定保证率为1-α时桩静

载承载力对数的标准值:

lnQk =lnx-zα(n-1)·lns (42)

保证率为1-α时桩静载承载力的标准值为

Qk =exp(lnx-zα(n-1)·lns) (43)

4 算 例

某码头水工结构采用预应力混凝土桩,设计

桩长41.9m,桩径600mm.进行了两根桩的静荷

载试验.按照我国现行《港口工程桩基规范》(JTJ

254—98)[4]的规定进行判断,两根试验桩的极限

承载力分别为4382和3987kN.按75%和95%
的保证率确定桩的极限承载力标准值.

根据试验结果进行排列:x(1)=3987kN,x(2)

=4382kN.按式(40)和(41)进行计算:

lnx=12
(lnx(1)+lnx(2))=

1
2×

(ln3987+ln4382)=8.3380

lns=b1lnx(1)+b2lnx(2)=

-0.8862×ln3987+0.8862×

ln4382=0.0837
(1)保证率为75%的情况

由n=2,1-α=0.75,查表2得zα(n-1)=

0.56.根据式(43):

Qk =exp(lnx-zα(n-1)·lns)=

exp(8.3380-0.56×0.0837)=

3988.3305kN
(2)保证率为95%的情况

由n=2,1-α=0.95,查表2得zα(n-1)=

3.61.根据式(43):

Qk =exp(lnx-zα(n-1)·lns)=

exp(8.3380-3.61×0.0837)=

3089.7424kN

5 结 语

数据的小样本是工程设计和评估中经常遇到

的问题,目前有多种不同的分析方法.本文针对文

献[1]提出的参数线性最小偏差估计方法,给出了

样本分布的概率密度函数,可用于工程中小样本

数据的分析和处理.
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Probabilisticanalysisoflesssizesamplesproblem
anditsapplicationtoengineering

GONG Jin-xin*, LI Rong-qing, WANG Li-huan

(StateKeyLaboratoryofCoastalandOffshoreEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Statisticalanalysisisthebasictechniqueforprocessingdataandthebasisofreliability
analysis.Insomeinstances,onlyleastsizesamplescouldbecollectedduetolimitedtestconditions

andexpenses,forexample,thenumberoftestedpilesforloadingisnomorethanfour.Soitis

importanttofindawaytodealwiththedata.Inviewoftheefficiencyofparameterevaluationmethod

oflinearleastvarianceforlesssizesamplesproblem,theprobabilisticdistributionsoftheevaluated

parameterswerederivedanditsapplicationtodeterminingthecharacteristiclimitbearingcapacityof

testedpilesinfoundationengineeringwasdiscussed.Theresultsshowthatitisfeasibleforanalyzing

andprocessingdataoflesssizesamplesinengineering.

Keywords:statistics;lesssizesamples;reliability;piles
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