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摘要:为了满足结构健康监测和损伤识别的要求,提出了一种以损伤可识别性与模态可观

测性相协调为目标的传感器优化布置方法.考虑损伤导致的结构响应变化,由结构运动方程

推导出了结构响应与振型和损伤灵敏度之间的解析关系式.根据Fisher信息熵原理,建立了

同时包含模态独立性信息和损伤灵敏度信息的目标函数.利用奇异值分解技术,发展了以

Fisher信息矩阵最大和条件数最小为准则的迭代算法.算例分析表明,所提方法有效地克服

了基于模态可观测性和基于损伤可识别性的传感器优化布置结果存在的差异,利用其优化结

果进行的损伤识别比单一目标的结果具有更高的精度.
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0 引 言

土木工程结构的型式复杂、体量巨大,受现场

条件和建造费用的限制,只能在有限的位置上布

设一定数目的传感器来监测结构的健康状态,因
此如何将有限数目的传感器布设在结构的合适位

置上并获得结构最接近真实的信息就成为结构健

康监测系统设计需要解决的关键问题之一.近年

来,基于振动模态测试的模型修正和指纹分析方

法在结构健康监测和损伤识别中得到了广泛应

用,然而其应用仍以有限测点条件下结构模态参

数的准确获取为基本前提.由此产生的传感器优

化布置问题就需要同时满足两个方面的优化目

标:一方面,传感器的优化布置首先应该保证可观

测的模态具有一定的准确性和线性无关性;另一

方面,传感器的优化布置又要使可观测的模态参

数对结构的局部损伤和状态退化足够敏感.
近二三十年来,基于振动模态测试的传感器

优化布置研究逐渐受到重视,并且取得了许多重

要的研究进展.早期的研究主要从模态的可观测

性出发,研究传感器的优化配置.文献[1~7]通过

使Fisher信息矩阵的某种范数、行列式或迹最大

来优选传感器位置.Kammer[8]提出的有效独立

法 (effectiveindependencealgorithm,简 称 EI
法),从所有可能测点出发,根据估计误差的协方

差最小来达到最佳估计的目的,通过计算有效独

立分布状态向量,删除对其秩贡献最小的自由度,
从而优化Fisher信息阵而使感兴趣的模态向量

尽可能保持线性无关,最终得到一组传感器优化

测点.Guyan[9]提出了一种模型缩减法,该方法通

过缩减后的模型把那些对模态反应起主要作用的

自由度保留下来作为测点位置.Kim等[10]通过对

待测模态矩阵进行奇异值分解,删除对Fisher信

息矩阵贡献小的测点,尽量使目标模态线性独立,
并给出了每次迭代删除测点的允许数目.模态应

变能法选择具有较大模态应变能的自由度作为传

感器的位置[11].文献[12、13]利用结构振型矩阵

转置的QR分解选择初始测点,以模态置信矩阵

的最大非对角元为目标函数,根据序列法来优化

传感器测点.以上基于模态可观测性的传感器优

化研究中,目标函数不包含模态参数对局部损伤

的敏感性信息,无法反映传感器位置对结构损伤

识别的影响.为了满足结构损伤识别的要求,许多



学者研究了以损伤识别为目的的传感器优化方

法.Cobb等[14]和Shi等[15]基于结构损伤灵敏度

分析,建立了一种针对结构损伤识别的传感器优

化模型.然而,结构损伤灵敏度Fisher信息矩阵

的逆矩阵不一定存在.因此文献[16、17]为了避免

求损伤灵敏度Fisher信息矩阵的逆,分解每个自

由度对Fisher信息阵的迹的贡献,来确定每个自

由度含有损伤信息的多少,从而来选择最佳测点.
分析国内外研究现状可知,当前的传感器优

化布置研究分别基于两种不同的优化目标单独进

行.优化目标的不同必将导致优化结果的不一致,
即基于模态独立性的优化结果在某种程度上并不

能满足损伤可识别性最优的条件,反之亦然.然
而,在以往的研究中并未发现这一现象.同时,以
往基于矩阵条件数最小的优化算法与基于信息矩

阵最大的优化算法在实际计算中存在矛盾,当矩

阵条件数最小时,信息矩阵却未必能取得最大值,
反之亦然.为了解决以上存在的问题,本文推导出

一种可以同时满足模态可观测性与损伤可识别性

为最优 的 传 感 器 优 化 模 型,并 发 展 一 种 协 调

Fisher信息矩阵最大与条件数最小的优化算法,
以期为结构健康监测系统的传感器优化布设提供

理论依据.

1 传感器优化模型

近年来,基于模态可观测性或损伤可识别性

的传感器优化布置方法已经广泛应用于土木工程

中,然而作者通过研究发现,在相同条件下两种方

法的优化结果不尽相同.前者的结果并不一定满

足损伤可识别性最优的要求,而后者的结果也并

不一定满足目标模态独立性最优的要求.因此发

展一种以损伤可识别性与模态可观测性相协调为

目标的传感器优化布置方法对结构健康监测有着

重要意义.
一个具有n自由度动力系统的运动方程可以

表示为

MY
··
+CY

·
+KY =P(t) (1)

其中M、C、K分别表示结构的质量、阻尼和刚度矩

阵,Y
··
、Y
·
、Y分别表示加速度反应、速度反应和位移

反应,P(t)表示荷载.由动力分析振型叠加法可

知,当出现损伤时,结构的动力反应可以表示为

Yd= (Φ+ΔΦ)·q (2)

其中Yd 为结构损伤时的反应,Φ 为结构未损状态

时的振型,ΔΦ 为结构发生损伤时的振型改变量,

q为模态坐标向量.
假设结构为小阻尼系统,结构损伤只引起刚

度的变化,而质量和阻尼的特性不发生变化.根据

文献[15~18],如果结构的刚度发生一个小的扰

动,ΔΦi 可以表示为损伤前结构振型的线性组合,
而且假定结构刚度的变化是各单元结构刚度变化

的线性叠加,那么ΔΦi 可以表示为

ΔΦi =∑
L

k=1
αk∑

n

r=1
r≠i

ϕT
rKkϕi

ω2
i -ω2rϕr =Siδi (3)

其中αk 表示单元k的损伤系数(-1≤αk≤0),Kk

表示单元k的刚度,ω为结构的自振频率,Si为第i
阶损伤灵敏度(damagesensitivity,DS),δi 为结

构单元损伤向量.Si 和δi 可以表示如下:

Si = ∑
n

r=1
r≠i

ϕT
rK1ϕi

ω2
i -ω2rϕr … ∑

n

r=1
r≠i

ϕT
rKLϕi

ω2
i -ω2rϕr

æ

è
ç

ö

ø
÷ (3a)

δi = (α1 α2 … αL)T (3b)
将式(3)代入式(2)可得

Yd = (Φ+ΔΦ)·q= (Φ S)(q βq)T (4)

β 为一对角阵,且β = diag{δ,…,δ}.令 Γ =
(Φ S),θ= (q βq)T,式(4)可以写成

Yd =Γ·θ (5)
定义Γ 为动力反应的灵敏度(dynamicresponse
sensitivity,DRS),其包含了模态的独立贡献与损

伤灵敏度信息.
考虑观测噪声的影响,损伤结构的动力响应

可以近似表示为

Yd =Γ·θ+w (6)

其中w是观测噪声向量,是一个方差为Ψ2
0的相互

独立的高斯白噪声.待识别参数的真实值θ与其

估计值θ̂ 的协方差矩阵为

P=E[(θ-̂θ)(θ-̂θ)T] (7)
将式(6)代入式(7)可得

P= ∂Yd

∂θ
æ

è
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ö

ø
÷

T
(Ψ2

0)-1 ∂Yd

∂θ
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è
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è
ç

ö

ø
÷

-1

= ΓTΓ
Ψ2
0

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

(8)
那么可以根据上式定义Fisher信息矩阵为

QΓ =ΓTΓ (9)
如果不考虑结构损伤的影响,式(9)定义的

Fisher信息矩阵将退化为如下的形式:

QФ =ΦTΦ (10)
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式(10)是Kammer[8]提出的有效独立法中的传感

器优化模型,它不包含结构损伤灵敏度信息,仅仅

反映了目标振型中各自由度的贡献.如果仅考虑

损伤对于振型改变的影响,Fisher信息矩阵可以

退化为另外一种形式:

QS =STS (11)
式(11)是Cobb等[14]和Shi等[15]所建议的传感器

优化模型,它仅仅包含了振型的损伤灵敏度信息.
式(11)的优化模型隐含了这样一个假定,即对于

所有的自由度均可以得到最优的目标振型,然而

对于大多数结构而言,这一假定不一定成立.同
时,从式(4)可知,受损结构的动力反应应该包含

完好结构的模态信息和结构损伤灵敏度信息.因
此本文定义的传感器优化模型式(9)与式(10)和
(11)不同,是两类信息的叠加:一类是未损伤结构

每个自由度的振型信息,另外一类是每个自由度

的损伤灵敏度信息.

2 优化算法

为了得到式(6)中待识别参数的良好估计,必
须使式(9)中的QΓ 取最大值,因此应使Fisher信

息矩阵在某种范数意义下取最大值.然而式(6)中

DRS矩阵Γ的条件数与范数有关,它刻画了方程

组解的相对误差大小,当QΓ 的某种范数取最大

时,Γ的条件数可能相对较大.因此为了使Fisher
信息矩阵较大,同时使DRS矩阵具有较小的条件

数,本文将建立一种协调Fisher信息矩阵的2-范
数最大和DRS矩阵条件数最小的优化算法.

由矩阵范数的定义可知,QΓ 的2-范数为

‖QΓ‖2 = ‖ΓTΓ‖2 = ‖Γ‖22 =λmax(QΓ)
(12)

其中λmax(QΓ)为QΓ 的最大特征值.那么,当QΓ 的

2-范数取得极大值时,QΓ 就能够取得最大.根据

矩阵理论,矩阵的条件数很大,那么识别结果的精

度将会很差,当条件数接近1,得到的识别精度较

高,反之较差.DRS矩阵的条件数可以表示为

cond2(Γ)= λmax(ΓTΓ)/λmin(ΓTΓ) (13)
矩阵的奇异值分解不仅可以判断其向量是否

线性相关,而且能够得到矩阵的2-范数.DRS矩

阵的奇异值分解如下:

Γ=U·Σ·VT (14)

其中Σ=
Σ1 0
0 Σ2

æ

è
ç

ö

ø
÷,Σ1=diag(σ1 σ2 … σr),

σ1>σ2>…>σr,Σ2=0,σi= λi(ΓTΓ),i=1,

2,…,r,r为非零特征值个数.根据式(14),式(12)
变为

‖QΓ‖2 =λmax(ΓTΓ)=σ21 (15)

DRS矩阵的条件数等于DRS矩阵奇异值分解的

最大奇异值与最小奇异值的比值,可以表示为

cond2(Γ)=σ1/σr (16)
由式(15)和(16)明显可知,QΓ 的2-范数取得最大

值时,对应的σr 未必是最大的,因此DRS矩阵Γ
的条件数也未必是极小的,反之亦然.

信息矩阵的2-范数和DRS矩阵的条件数可

以看做是自由度上的两种量度,显然这两种量度

具有矛盾性,即如果采用某种方案去改进某一目

标时,可能会使另一目标的值变坏(信息矩阵的最

大化可能导致较大的条件数).为了让QΓ 尽可能

大的同时,Γ的条件数也尽可能小,本文构造了一

个协调这两种量度的目标函数:

f=max{‖QΓ‖2+1/cond2(Γ)} (17)
由于这两种量度同等重要,这里取相同的权重因

子.式(17)为隐式函数,目标函数的自变量是结

构的自由度.当 ‖QΓ‖2 和1/cond2(Γ)同时达到

较大值时,目标函数f才能取得最大值.为了避免

‖QΓ‖2 和1/cond2(Γ)在量级上差别过大,要保

证它们在同一尺度上,根据文献[19]可以通过下

式对其进行变换:

γij =xij -x-
j

x+
j -x-

j
;

i=1,2,…,n,j=1,2 (18)
其 中 n 为 自 由 度 数 目,xij 为 ‖QΓ‖2 和

1/cond2(Γ)(自变量对目标函数的贡献),x+
j 和x-

j

分别代表xij 对应的最大值和最小值,那么根据式

(18),式(17)可以写成

f=max{γij(‖QΓ‖2)+γij(1/cond2(Γ))}
(19)

γ1 =γij(‖QΓ‖2) (19a)

γ2 =γij(1/cond2(Γ)) (19b)
其中γ1 和γ2 是 ‖QΓ‖2 和1/cond2(Γ)根据式

(19)变换后的值,其值在0~1.
在所有自由度内循环,每次删除一个自由度

后根据式(19a)和(19b)计算自变量在两种量度

上的贡献γ1 和γ2,删除γ1 和γ2 之和最大时对应

的自由度,并更新Fisher信息矩阵和DRS矩阵.
删除该自由度后能保证Fisher信息矩阵QΓ 相对

较大,同时DRS矩阵Γ 的条件数相对较小.重复
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以上步骤,最终剩余的自由度使信息矩阵保留尽

可能多的信息,而且使DRS矩阵具有较好的性

态.根据以上原理与推导公式,该方法的主要过程

可以表示如下:
(1)由有限元方法得到结构的振型矩阵和刚

度矩阵;
(2)由式(3a)、(4)和(5)求得结构的DS矩阵

S和DRS矩阵Γ;
(3)在所有自由度里进行循环,删除第j个自

由度(自变量),根据式(18)和(19)计算γ1+γ2,
并降序排列,删除γ1+γ2 最大值对应的自由度;

(4)在剩余自由度里重复第(3)步,最后剩余

的自由度即为所求.

3 数值算例

为了验证本文提出方法的有效性,对二维六

跨简支桁架进行计算分析.结构几何特性如图1
所示,桁架包含14个节点,31个单元,25个自由

度,无内节点.结构的材料特性为弹性模量E=70
GPa,质量密度2770kg/m3,单元截面积0.001
m2.根据有限元方法计算得到的桁架模型前3阶

频率分别为36.432、76.095、133.810Hz.
3.1 传感器优化布置

根据Kammer[8]提出的有效独立法(EI法)
以及Shi等[15]提出的损伤灵敏度法(DS法),选
取结构前3阶模态信息进行计算.

图1 桁架结构示意图

Fig.1 Bartrussstructure

利用结构前3阶振型信息,根据EI法计算各

自由度的有效独立向量分布如图2所示,图中横

坐标表示自由度,纵坐标表示有效独立向量分布

值.利用结构前3阶损伤灵敏度信息,根据DS法

计算各自由度对测试矩阵[15]的秩的贡献分布如

图3所示,图中横坐标表示自由度,纵坐标表示测

试矩阵的对角元素.图2和3所示是两种方法在

第一次迭代时的结果,由图可知两种方法各自由

度对目标函数的贡献并不相同.

图2 有效独立向量分布

Fig.2 Effectiveindependencevectordistribution

图3 对角元素分布

Fig.3 Diagonaltermsdistribution

在结构25个自由度中保留了15个自由度作

为传感器位置,传感器优化结果(自由度、节点、方
向)如表1和2所示.

表1 EI法传感器优化方案

Tab.1 OptimumsensorplacementbyEImethod

自由度 节点 方向 自由度 节点 方向 自由度 节点 方向

4 3 y 14 8 y 20 11 y
6 4 y 16 9 y 21 12 x
8 5 y 17 10 x 22 12 y
10 6 y 18 10 y 23 13 x
12 7 y 19 11 x 25 14 x
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表2 DS法传感器优化方案

Tab.2 OptimumsensorplacementbyDSmethod

自由度 节点 方向 自由度 节点 方向 自由度 节点 方向

1 2 x 11 7 x 17 10 x

3 3 x 12 7 y 18 10 y
6 4 y 13 8 x 19 11 x

7 5 x 14 8 y 20 11 y
10 6 y 15 9 x 22 12 y

由表1和表2可以看出,EI法和DS法计算

得到的传感器优化布置的结果不尽相同,说明基

于模态可观测性与基于损伤可识别性的传感器优

化布置结果只单独考虑了结构单一反应的影响.
因此建立包含振型信息和损伤灵敏度信息的优化

模型具有一定的理论价值.根据式(17)和(19),第
一次迭代结果见表3.

表3 第一次迭代结果

Tab.3 Resultsofthefirstiteration

自由度 γ1 γ2 γ1+γ2

1 0.65525 0.11643 0.77168

2 0.41187 0.30452 0.71639

3 0.96263 0.010576 0.97320

4 0.76818 0.66662 1.4348

5 0.94843 0.017627 0.96606

6 0.97286 0.60144 1.5743

7 0.97919 0.0057029 0.98489

8 0.87439 0.65572 1.5301

9 0.50515 0.18945 0.6946

10 0.93120 0.57200 1.5032

11 0.99718 0 0.99718

12 0 0.40851 0.40851

13 1.0000 0.11225 1.1122

14 0.15425 0.34952 0.50377

15 0.98065 0.018234 0.99888

16 0.89686 1.0000 1.8969

17 0.42532 0.25870 0.68402

18 0.95499 0.97057 1.9256

19 0.98825 0.081709 1.0700

20 0.65411 0.74289 1.3970

21 0.97170 0.022026 0.99373

22 0.96164 0.68364 1.6453

23 0.47905 0.16553 0.64458

24 0.32214 0.31353 0.63567

25 0.96917 0.099306 1.0685

由表3可以看出,使信息矩阵最大的是删除

第13个自由度,此时对应的γ2 为0.11225.而使

DRS矩阵条件数最小的是删除第16个自由度,

此时对应的γ1 为0.89686.显然单独考虑信息矩

阵最大和DRS矩阵条件数最小的结果不一致,而
且信息矩阵最大时DRS矩阵的条件数并不是最

小值(可能是较大值),反之亦然.因此为了协调以

上两种目标的不一致,按照式(19)中的目标函数,
删除第18个自由度,就能保证信息矩阵较大,而
且DRS矩阵的条件数较小.

按照本文的优化算法程序,在25个自由度中

同样保留了15个自由度作为传感器位置,最终传

感器优化布置结果如表4所示.

表4 DRS法传感器优化方案

Tab.4 OptimumsensorplacementbyDRSmethod

自由度 节点 方向 自由度 节点 方向 自由度 节点 方向

1 2 x 10 6 y 17 10 x

2 2 y 11 7 x 20 11 y
4 3 y 12 7 y 21 12 x

8 5 y 14 8 y 23 13 x

9 6 x 16 9 y 24 13 y

3.2 三种方法损伤识别比较分析

在现代控制论的系统识别理论中,线性参数

系统的识别可以采用最小二乘估计法.式(3)满足

这一理论,通过结构损伤前后结构振型的变化,可
以对结构单元损伤系数进行有效的估计,其最小

二乘解可以表示为

δ̂= (STS)-1STΔΦi (20)
该式应满足所有选择模态阶次上的方程在广义最

小二乘意义下都成立.
为了与EI法[8]和DS法[15]比较,根据表1、

2、4中的优化测点以及式(20)进行损伤识别比较

分析.结构损伤考虑以下几种情况:(1)结构的单

元16(腹杆)受损,刚度降低30%;(2)结构的单元

13(斜杆)受损,刚度降低30%;(3)结构的单元15
(下弦杆)和单元17(上弦杆)同时受损,刚度分别

降低20%和30%.
根据表1、2、4的优化结果,在相同条件下,3

种方法在考虑3种损伤情况时的识别结果如图4
所示,其中横坐标为单元数,纵坐标为单元损伤系

数.
3种方法(DS、EI、DRS)在单元16(腹杆)受

损30%时,损伤系数α分别为0.401、0.476和

0.372,如图4(a)所示,由图可以看出DRS模型

在损伤位置识别结果较精确,而且在损伤位置没
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有误判的现象,而EI法识别结果在无损位置有损

伤,这与实际不符,单元13(斜杆)受损时,见图

4(b),在同等条件下EI法和DS法无法识别出斜

杆单元的损伤情况,而DRS法在损伤位置识别损

伤系数为0.355.3种方法在单元15(下弦杆)损
伤20%和单元17(上弦杆)损伤30%时识别结果

如图4(c)所示.由图可以看出,DRS法在损伤位

置识别精度较EI法和DS法高,而且在无损位置

误判现象没后两者明显.

(a)单元16(腹杆)损伤30%

(b)单元13(斜杆)损伤30%

(c)单元15(下弦杆)损伤20%和

单元17(上弦杆)损伤30%

图4 三种方法结构损伤识别结果比较

Fig.4 Comparisonsofdamagedetectionfor

threemethods

4 结 论

为了满足结构健康监测和损伤识别的要求,
本文由结构运动方程出发,考虑损伤对结构响应

的影响,建立了同时包含模态独立性信息和损伤

灵敏度信息的传感器优化模型.同时考虑到系统

识别问题的不适定性,发展了一种协调信息矩阵

最大与条件数最小的优化算法.
二维 简 支 桁 架 数 值 算 例 结 果 表 明,由 于

Fisher信息矩阵不同,结构每个自由度对目标函

数的贡献分布也不尽相同,基于模态可观测性与

基于损伤可识别性的传感器优化布置结果并不一

致.本文发展的QΓ 模型包含振型和损伤灵敏度

信息,克服了以往QΦ 模型和QS 模型的局限性,
能够满足健康监测和损伤识别的要求.而且协调

信息矩阵最大和条件数最小的优化算法兼顾了敏

感性和鲁棒性,数值结果验证了本文方法能够利

用有限的测点数据获得较高的损伤识别精度.
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Amethodforoptimumsensorplacementbasedondamageidentifiability

SUN Xiao-meng, FENG Xin, ZHOU Jing*

(StateKeyLaboratoryofCoastalandOffshoreEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:A methodofprioritizingsensorlocationsforstructuralhealthmonitoringanddamage
detectionispresentedbasedontheharmonybetweendamageidentifiabilityandmodalobservability.

Consideringthestructuralresponsechangesresultingfromdamage,therelationshipofthestructural

response,nodeshapeanddamagesensitivitywasdeducedfromthestructuralmotionequationbya

quasi-analyticalmode.AccordingtotheFisherinformationentropy,anobjectivefunctionwassetup
includingtheinformationofmodeindependenceanddamagesensitivity.Utilizingthetechniqueof

singularvaluedecomposition,aniteratealgorithmforoptimumsensorplacementisproposedwiththe

criterionofminimumconditionnumberofcoefficientmatrixand maximum norm oftheFisher

informationmatrix.Numericalexampleanalysesshowthatthisapproacheffectivelyavoidsthe

contradictionbetweenthetwodifferentoptimizationcriterions,andtheresultofdamagedetection

fromtheopticalsensorlocationsismoreaccuratecomparingwiththeresultofsingleobjective.

Key words:modalobservability;damageidentifiability;damage sensitivity;optimum sensor

placement
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