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摘要:研究了四元数映射z←z2+c的 Mandelbrot集(简称 M集)在临界点不为0情况下的

结构拓扑不变性和裂变演化规律;计算了 M 集的周期域边界,探讨了四元数 M 集周期轨道

的拓扑规律.通过在 M集中参数c的选择构造了四元数Julia集,定性地分析了四元数 M 集

与Julia集之间的对应关系.实验结果表明,四元数 M集临界点不唯一,其分形结构随不同临

界点呈现出与以往 M集不同的结构特点.
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0 引 言

20多年来,人们对复映射z←z2+c所构造的

M-J集已进行了深入研究[1~3].1982年,Norton
发现Julia集不仅仅存在于复数平面,在以四元数

为模型的四维空间中同样存在Julia集[4].对四元

数 M-J集的拓扑结构和内部特性的分析逐渐成

为一个热点.Gomatam等分析了映射F(Q)+C
和CF(Q)下的四元数 M 集在高维空间的周期稳

定性[5];Buchanan等计算并分析了2次、-1次

和-2次四元数映射下 M 集稳定周期域的分

布[6];Shizuo分析了四元数 M 集和Julia集的连

通性以及四元数Julia集的拓扑结构[7];Mitja等

从动力学角度分析了四元数Julia集[8];程锦等从

理论上分析和证明了指数为正整数的三元数映射

的三维广义 M 集所具有的性质[9];关柯等总结了

四元数Julia集的某些特征[10];于海等得到了四

维Bannach空间与三维 Euclid空间 的 对 应 关

系[11];Wang等研究了四元数广义 M-J集的拓扑

结构[12].上述工作丰富了四元数分形理论,但是

人们此前对四元数 M 集的构造多是从单一临界

点0开始的.本文将计算四元数映射z←z2+c的

M集的临界点集,并讨论临界点不同造成的四元

数 M集与一般 M集的不同特性.

1 实验方法

1.1 四元数 M 集的临界点集

令四元数z=x0+x1i+x2j+x3k,则f(z)=
(x20-x21-x22-x23)+2x0x1i+2x0x2j+2x0x3k+
c,其Jacobian行列式可表示如下:

D(f)=

2x0 -2x1 -2x2 -2x3
2x1  2x0  0  0
2x2  0  2x0  0
2x3  0  0  2x0

=

16x20(x20+x21+x22+x23) (1)
故四元数映射f:z←z2+c的临界点集是平

面x0 =0上的所有点.
1.2 逃逸时间算法与周期点查找结合法

对于四元数映射f:z←z2+c,取立体网格

G(G⊂H)内的点c0,利用逃逸时间算法判断c0是

否属于Mf.若c0∈Mf,则判断c0 周期性,即求出

|fp(c0)-c0|<ε(ε为误差范围,一般ε取10-5)
成立的最小正整数p,然后根据p值赋予c0 点相

应的颜色;若c0 ∈Mf,则赋予c0 点为黑色.重复

上述过程,直到穷尽网格G内所有的点,即可获得

M集.
1.3 对逃逸时间算法的一点改进

对于四元数映射f:z←z2+c,取立体网格



G(G⊂H)内的点c0,利用逃逸时间算法进行迭代

计算.若迭代m次后,|fm(c0)|<δ(δ取0.05,表
示小的邻域半径),则根据m 的值对点进行相应

着色.如果始终未满足上述条件,判断c0 是否属

于Mf.若c0∈Mf,则赋蓝色;若c0∈Mf,则赋黑

色.重复上述过程,直到穷尽视窗W 内所有的点,
即可获得 M集.
1.4 M集上取点构造J集的周期轨道搜索比较法

(1)在Mf 上选取p 周期点c,令映射f:z←
z2+c从z0=c开始迭代,则lim

n→∞
zn =ak(k=1,2,

…,p),可认为ak(k=1,2,…,p)是映射g(z)=
fp(z)的不动点.

(2)对立体网格G(G⊂H)内的任意点z,若

lim
n→∞

gn(z)=ak,可根据k值赋予z点相应的颜色.

重复该过程,直到穷尽视窗W 内所有的点,即可

获得一种新的不同于逃逸时间算法构造的广义J
集.

2 多临界点的四元数 M 集

2.1 四元数 M 集的性质

在构造不同临界点的 M集之前,先给出如下

定理.
定理1 四元数映射f:z←z2+c的 M集,

满足

f(0,q1,q2,q3)
(c)=f(0,q,0,0)(c) (2)

其中q= q21+q22+q23,f(0,q1,q2,q3)
(c)表示临界

点为z0(0,q1,q2,q3)的 M集.
证明 因为f(1)

(0,q1,q2,q3)
(c)=z20+c= (0+

q1i+q2j+q3k)2 +c=c- (q21 +q22 +q23),且

f(1)
(0,q,0,0)(c)=z'02+c=(0+qi)2+c=c-q2 =

c- (q21 +q22 +q23). 所 以 f(0,q1,q2,q3)
(c)=

f(0,q,0,0)(c).
定理2 四元数映射f:z←z2+c的 M集,

满足

f(0,-q,0,0)(c)=f(0,q,0,0)(c) (3)
定理2的证明与定理1相同,此处不再赘述.

这说明,从临界点z0(0,q1,q2,q3)开始迭代构造

的 M 集 同 构 于 临 界 点 为z'0(0,q,0,0)(q =

q21+q22+q23)的M集,亦同构于临界点为z″0(0,

-q,0,0)的M集.这样在研究四元数M集的拓扑

结构时,只要选择适当参数就可研究整个临界点

集的M集了.本文中,将临界点为z0(0,q,0,0)的

M集映射记为f(q)(c),文中所提的临界点值即指

q值.
定理3 四元数映射f:z←z2+c的 M集,

有

f(q)(c)=f(q)(c) (4)

证明 设c=|c|enθ,则c=|c|e-nθ.因为

f(0)
(q)(c)=z20+c=|c|enθ -q2

f(1)
(q)(c)= (f(0)

(q)(c))2+|c|enθ =

|c|2e2nθ +(1-2q2)|c|enθ +q4

而

f(0)
(q)(c)=z20+c=|c|e-nθ -q2

f(1)
(q)(c)= (f(0)

(q)(c))2+|c|e-nθ =

|c|2e-2nθ +(1-2q2)|c|e-nθ +q4

所以

f(1)
(q)(c)=f(1)

(q)(c)

假设f(k)
(q)(c)=f(k)

(q)(c)成立,则有

f(k+1)
(q) (c)=f(k)

(q)[f(1)
(q)(c)]=

f(k)
(q)[f(1)

(q)(c)]=

f(k)
(q)[f(1)

(q)(c)]=f(k+1)
(q) (c)

命题真.这解释了为什么不管从哪两个分维观察

M集,实验得到的图形均是以实轴为对称的.
定理4[7] 四元数映射f:z←z2+c的动力

学特征与映射pc0+i|c|
:s+it← (s+it)2 +c0 +

i|c|的动力学特征一致.
定理4揭示了四元数 M集和复平面 M集的

关系.同时也说明研究四元数 M集的动力学特征

及拓扑结构,只要研究与之相对应的二维截面上

的 M集即可.
图1为q取不同值时,四元数 M 集在第三、

第四分维均为0时得到的二维截面.图中黑色区

域为逃逸区,彩色区域通过不同的颜色(由于印刷

原因,彩色无法显示)标示了不同周期的稳定区:
黄色代表1周期,洋红色代表2周期,红色代表3
周期,青色代表4周期,绿色代表5周期,蓝色代

表6周期,灰色代表7周期,白色代表8周期…黄

色区域为 M集的主瓣,是1周期点的集合,主瓣

与一系列圆盘形的小花瓣连接在一起,并且每个

小花瓣又被一些细节更小的小花瓣所环绕,以至

无穷,这体现了明显的分形特征.图1(a)所示四

元数 M 集体现了与复平面 M 集相同的特征.观
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察图1(b)~(h),M集在临界点值不为0时,不但

体现了上述特征,还表现出差异性.随着临界点值

的不断增大,雏瓣和主瓣相继出现了缺失,甚至退

化.如图1(b)和放大图(i)所示,q=0.30时,3周

期(红色区域)已经出现退化,而2周期(洋红色区

域)的变化刚刚开始.图1(c)和(d)中2周期变化

更明显.在图1(e)~(h)中,1周期区域不断退化

缩小,直至画不出分形图形.根据大量的实验数据

得到,稳定区的变化并不是随意进行的,它沿着实

轴正向进行.当在正向上变化到一定程度时,再从

负向上开始.并且每个花瓣的变化也不是同时发

生的,而是从周期较大的花瓣向周期较小的花瓣

不断地过渡,直到这种影响波及到最大的花瓣(1
周期点区域).

图1 四元数 M集f(q)(c)(第三、四分维均为0)
Fig.1 ThequaternionMsetsf(q)(c)(thethirdandfourthdimensionsare0)

2.2 四元数 M 集的稳定周期域

关于 M集f(q)(c)的稳定周期域的边界,假

设c=a+iσ·K,t=-q2,那么1周期轨道稳定区

域的边界由下式给出:

a= 12cosθ-14cos2θ+t2-t

K = (12sinθ-14sin2θ
)n;0≤θ<2π

(5)

特别地,当t=0时,1周期稳定区的边界为

a= 12cosθ-14cos2θ

K = (12sinθ-14sin2θ
)n;0≤θ<2π

(6)

这与复平面 M 集是一致的,如图1(a)所示的黄

色心形区域.
对于其他周期的稳定区的边界,符合下列定

理的描述.
定理5 映射f:z←z2+c的p(p>1)周期

轨道为z(1),z(2),…,z(p)的稳定区的边界由

z(2)=z2(1)+c
z(3)=z2(2)+c
︙

z(p)=z2(p-1)+c

∏
p-1

i=0
z(i) = 1

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

p

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(7)

确定.
证明 当p=2时,z(2)=z2(1)+c= (z2(0)+

c)2 +c,根 据 p 周 期 轨 道 的 稳 定 区 条 件

∂f(p)(z)
∂z <1,得到稳定区边界满足|z1|·|z0|=

1
4.假设当p=n时,边界条件 ∏

n-1

i=0
z(i) = 1

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

n

成立,则 当 p = n+1 时,z(n+1) = z2(n) +c,

∂f(n+1)(z)
∂z =2|zn|· ∂f(n)(z)

∂z =2|zn|×
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2n ∏
n-1

i=0
z(i) <1,可推出 ∏

n

i=0
z(i) < 1

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

n+1
,再

由周期轨道的定义,可证定理5成立.
四元数 M集f(q)(c)的2周期轨道的边界可

由下式给出:

|(c+t)2+c|< 14
(8)

当临界点变化时,四元数 M集的区域尽管出

现了变化,但是不同周期的稳定区域范围并未变

化.变化只体现在区域内部,最为明显的是区域内

部的缩小.这说明,对于某点z(z∈ H),若z∈
f(q)(c),则它的周期值是固定的,并不随着不同的

临界点而发生改变.这解释了为什么周期区域变

化时,缩小部分的边界并未发现附着更大周期的

雏瓣.
Douady等的研究表明,对复平面 M 集的每

个分支花瓣L均有明确的中心,其相反的吸引环

是超稳定的,且最多可能有2k-1 个分支具有周期

为k的吸引子[13].图2所示为采用改进的逃逸时

间算法绘制的四元数 M 集,蓝色区域为稳定区,
彩色区域标示了不同周期域中心点的位置,不同

颜色代表的周期与图1相同.图2(j)~(l)分别是

图2(e)、(f)和(i)竖线标注处的二维虚轴截面.从
改进的算法可以看出,图2中彩色部分是不同周

期的中心点及其邻域.

图2 改进的逃逸时间算法绘制的四元数 M集f(q)(c)
Fig.2 ThequaternionMsetsf(q)(c)utilizingtheimprovedescapetimealgorithm

下面计算四元数M集f(q)(c)1~3周期的中

心点.
(1)k=1
c-q2 =0,1周期的中心在(q2,0,0,0).从图

2中可以看出,随着q的不断增大,1周期的中心不

断地右移.
(2)k=2
2周期的中心由(c-q2)2+c=0给出,展开

此式得到

c2+(1-2q2)c+q4 =0 (9)

当q2≤14
时,式(9)有2个(或1个)实根,这

说明此时2周期的中心点在实轴上(见图2(a)~

(d)).当q2 > 14
时,式(9)有一对共轭解,如图

2(e)~ (i)所示,洋红色区域有2个.但是对于四

元数M集,并非只有2个中心,2周期的中心应该

分布在以(q2-12
,0)为中心,半径为 q2-14

的

圆上.实验结果见两虚轴截面图2(j)~ (l).
(3)k=3
3周期的中心由((c-q2)2+c)2+c=0给出,

展开此式得到

c4+(2-4q2)c3+(1-4q2+6q4)c2+
(1+2q4-4q6)c+q8 =0 (10)
当q =0时,方程3个根为 -1.7549和
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-0.1226±0.7449i(抛弃根0).第一个根的位

置正好在实轴上2周期区域的左侧,后面两个根

的位置在比2周期更靠近实轴的地方.当q= 2
2

时,式(10)为c4+12c
2+c+116=0,该式有4个

根,分别为两个实数解-0.0646、-0.8042和一

对共轭解0.4344±1.0071i.当q=1时,式(10)
为c4-2c3+3c2-c+1=0,该式有两对共轭解,
分别为0.0433±0.6412i和0.9567±1.2272i.
上述计算说明,随着q的增大,3周期的中心整体

在不断沿实轴正向移动.实验结果见图2(a)~(i)
的红色区域.
2.3 四元数 M 集的分岔图

在过去的研究中,一维多次映射x←p(x,u)
的混沌或者周期性行为的研究通常采用分岔图作

为一种普遍的工具.本文构造的分岔图研究的是

四元数映射的实数坐标轴邻域部分,因为它具有

较好的图形可视化优点.实验结果表明,四元数映

射在实数坐标轴上的投影具有相对于一维二次映

射的混沌和周期性行为的图形显示.

从图3中可以看出不同的临界点值对四元数

M集混沌或者周期性行为的影响.图3(a)为临界

点值为0时的分岔图,此时的图形与一维复数映射

是一致的.可以观察到图形具有周期倍分岔现象,
这种周期变化先是1周期,然后1周期分岔变为2
周期,2周期再分岔变为4周期,逐渐进入到混沌

状态.在图3(b)~(d)中也可以明显地看出这种特

性.但是同时也看到分岔图随着临界点值的变化而

受到了影响.主要表现为分岔图随着临界点值的增

大而变窄,某些区域沿着实轴的正方向逐渐地消

失.这对应了在2.1节中发现的稳定周期域逐渐消

失的现象,并且在实轴上消失的周期域是从较大周

期域逐渐波及到较小周期域,这与2.1节的结论

也是一致的.如图3(e)和(f)所示,当临界点值大

于0.70时四元数 M集上的混沌现象已经完全消

失了.这主要是因为当临界点值较大时,在实轴上

已经无法找到周期为2以上的稳定域了.另外,从
分岔图中还可以看到,临界点值非0时周期岔变

规律受到一些影响.如图3(g)和(h)所示,当q=
0.40时,从2周期岔变为4周期时产生了振荡.

图3 四元数 M集的分岔图

Fig.3 ThebifurcationdiagramsofthequaternionMsets

2.4 四元数 M 集的分形维数

分形是复杂系统,其复杂性可以用非整数维

(即分维)描述.分形维数的重要性在于它们能够

用数据定义,并且能通过实验手段近似地计算.常
见的维数有豪斯道夫维数、盒维数、相似维数、信
息维数、关联维数、填充维数、李雅普诺夫维数以

及广义维数等.在实际应用中,常用的是盒维数,
它能够通过实验近似地计算,并且在一些比较“规
则”的集上,这种维数的值与豪斯道夫维数是相等

的.
定义1 设集A 是度量空间(Rd,ρE)上的有

界子集,对每个δ>0,用Nδ(A)表示覆盖A的半
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径为δ的闭球的最少个数,如果

lim
δ→∞

logNδ(A)
-logδ

存在,则称这个极限值为集 A 的盒维数,记为

dimBA.
表1为本文计算的部分临界点值情况下 M

集的盒维数.从表中可以看出,随着临界点值的增

大,四元数 M集的分维基本上保持着逐步下降的

趋势.而当临界点值大于1.0时,M 集的维数突

然下降很快.从上述计算可以看出,盒维数反映了

不同临界点下四元数 M集整个周期域的状况.随
着临界点值的增大,M 集的周期域出现了紧缩,
并且 M集的边界逐渐模糊,导致很多大周期的稳

定域消失,这使得盒维数逐渐降低.而当临界点值

大于1.0时,M 集的稳定周期域急剧缩小,使得

盒维数变化加剧,直至不能产生任何分形结构为

止(见图1(g)和(h)).

表1 四元数 M集的分维

Tab.1 FractaldimensionsofthequaternionMsets

q M集的盒维数 q M集的盒维数

0 4.0343 0.6 3.9469
0.1 4.0333 0.7 3.9731
0.2 4.0171 0.8 3.9409
0.3 3.9986 0.9 3.9050
0.4 3.9703 1.0 3.6005
0.5 3.9475 1.1 2.7162

3 四元数Julia集

定理6 四元数映射f:z←z2+c的Julia
集,有

g(z)=g(-z) (11)
证明 设z=|z|enθ,则 -z=|z|en(θ+π),

g(-z)=|z|2e2n(θ+π)+c=|z|2e2nθ+c=g(z).
该定理表明四元数Julia集关于原点对称,从

图4各图中可以看到这个性质.

图4 四元数Julia集

Fig.4 ThequaternionJuliasets
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定理7 若参数c的标量部分以及范数相

同,则四元数Julia集在拓扑结构上保持一致,其
迭代后趋向的周期不动点也保持相同范数.

该定理的前半部分是定理4在四元数Julia
集中的体现,见图4(i)~(l).尽管它们在实虚两

轴的投影看起来不尽相同,实际上这是Julia集旋

转了一定角度造成的结果.而在四元数空间中如

果参数c遵循定理7中的条件,它们将保持着结

构上的一致[12].后半部分结论由本文经过大量的

实验发现,示例见表2.由于实验采用的机器计算

精度有限,表中数据误差范围在10-4.
Hart等已经证明了当c∈C,j、k存在对称

性[14].本文发现这种对称性存在普遍性,将其条

件推广得到如下定理.
定理8
(1)若c=|c|eiθ,则对点z(q0,q1,q2,0)和

z'(q0,q1,q'2,q'3),如果满足q22 =q'22+q'32,则有

|g(z)|=|g(z')|;
(2)同样的,若c=|c|ejθ,则对点z(q0,q1,

q2,0)和z'(q0,q'1,q2,q'3),如果满足q21 =q'12+

q'32,则有|g(z)|=|g(z')|;
(3)若c=|c|ekθ,则对点z(q0,q1,0,q3)和

z'(q0,q'1,q'2,q3),如果满足q21 =q'12+q'22,则有

|g(z)|=|g(z')|.
该定理表明如果满足给定的条件,四元数

Julia集在某两个虚轴上的投影是圆盘形状.从图

4(m)~(p)中可以看到这个性质.
图4给出的是于四元数 M 集中选点构造的

Julia集在任意两个分维平面的投影.如无特别说

明,均为另外两个分维为0时的投影.图中黑色表

示逃逸区,彩色区域为稳定区,不同的颜色代表趋

向不同的周期不动点.在第三、四分维均取0时,

图形与复平面Julia集是相同的(见图4(a)~
(e)).而随着第四分维取值的不断增大,分形图形

不断收缩,图形面积不断缩小,中间主瓣与周围雏

瓣也在不断地融合,整个图形范围越来越小,直至

不再产生分形图形(见图4(f)~(h)).这个过程

中尽管也出现了图形收缩、扭曲的现象,但是始终

保持着关于原点对称的特性,这与定理6是一致

的.不同Julia集的周期值和不动点即由参数c在

M集中的相应周期域的位置决定(见图4(a)~
(h)).本文通过大量实验发现,如果参数c选自任

何一个M集,即c∈ ∪
q≥0

f(q)(c),则对应的Julia集

即为连通的,否则相应的Julia集无周期性,无法

构造其图像.

表2 四元数Julia集的周期点(3周期)
Tab.2 TheperiodpointinthequaternionJuliasets(3-period)

c

(-0.2167,-0.754,0,0) (-0.2167,0.56437222,-0.5,0) (-0.2167,0,-0.5,0.56437222) (-0.2167,0.5,0,-0.56437222)

周
期
点

(0.1660,-0.0442,0,0)

(-0.1911,-0.7687,0,0)

(-0.7711,-0.4602,0,0)

(0.1661,0.0331,-0.0294,0)

(-0.1911,0.5754,-0.5097,0)

(-0.7711,0.3445,-0.3052,0)

(0.1660,0,-0.0293,0.0331)

(-0.1911,0,-0.5097,0.5754)

(-0.7711,0,-0.3052,0.3445)

(0.1660,0.0294,0,-0.0331)

(-0.1911,0.5097,0,-0.5754)

(-0.7711,0.3052,0,-0.3445)

4 结 论

本文采用逃逸时间算法与周期点查找结合

法,构造了四元数映射f:z←z2+c的多临界点

M集,探索了多临界点情况下四元数 M 集的拓

扑结构和裂变演化规律,计算了四元数 M集的周

期域中心位置和边界条件.实验结果表明,不同的

临界点会导致周期区域中心发生转移或分化成多

个,区域面积也会萎缩或退化,并且萎缩处会出现

与周期域特性相一致的分形结构.另外,通过定性

地建立 M集上点的坐标与Julia集整体结构之间

的对应关系,发现四元数 M集包含了四元数Julia
集构造的大量信息.如果参数c取自由任何一个

临界点决定的四元数 M 集,则相应的Julia集即

为连通的.这说明四元数映射f:z←z2+c的 M
集由所有临界点决定的四元数 M集的并集组成.
可以看出,多临界点的四元数 M集结构特点较临

界点为0的 M集有较大变化,其他映射下的四元

数 M集亦很有可能存在多临界点问题,下一步工

作可再作深入研究.
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QuaternionMandelbrotsetsonmappingz←z2+c
withmultiplecriticalpoints

SUN Yuan-yuan*, WANG Xing-yuan

(SchoolofInformationandCommunicationEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:ThequaternionMandelbrotsets(abbreviatedasMsets)onthemappingz←z2+cwith

multiplecriticalpointsareconstructed.ThetopologicalinvarianceandthefissionevolutionsofMsets

areinvestigated,thestabilityregionboundaryiscalculated,andthetopologyrulesofthecycleorbits

arediscussed.ThequaternionJuliasetsareconstructedwiththeparametercselectedfromtheMsets

andtherelationshipbetweenthequaternionMsetsandtheJuliasetsareanalyzed.Itcanbeconcluded

thatthecriticalpointsofquaternionMsetsarenotunique,whichleadtheMsetstodifferentfractal

structures.

Keywords:Mandelbrotsets;Juliasets;multiplecriticalpoints;quaternion;fractal
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