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具有阶段结构和时滞的幼年染病单种群模型研究
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摘要:研究了一个具有阶段结构和时滞的幼年染病单种群模型.通过常微分方程的特征根

法,借助几何图形分析了3个平衡点的存在性,得到了它们局部稳定的充要条件.并且在推论

中找到了参数τ影响平衡点稳定性的阈值,得到了当参数τ在不同区间取值时对应的平衡点

的稳定性,并通过例题验证了定理的结论.最后,对于所得的数学结果给出了生物意义下的解

释:若时滞较大,即种群的成熟期较长,则种群走向绝灭;若时滞较小,即种群的成熟期较短,

则种群可以持续生存.
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0 引 言

文献[1、2]研究了具有阶段结构的单种群模

型,作者假设种群从幼年到成年的平均成熟期为

一个常数,在模型中用一个时滞来表示.文献[1]

的模型为

x'1(t)=αx2(t)-γx1(t)-αe-γτx2(t-τ)

x'2(t)=αe-γτx2(t-τ)-βx2
2(t){

式中:x1(t)、x2(t)分别表示幼年和成年种群的密

度;α>0,代表出生率;γ>0,是幼年的死亡率;β
>0,代表成年种群的死亡率和密度制约;τ>0,

表示成熟期.αe-γτx2(t-τ)表示在t-τ时刻出生

的幼年(也就是αx2(t-τ))并且存活到时刻t的

密度(由于幼年具有死亡率),因此,αe-γτx2(t-τ)

表示从幼年到成年的转化率.
种群疾病的传播主要依赖于疾病本身的特

性.例如麻疹、腮腺炎、水痘、猩红热、白喉等疾病

主要在幼年种群中传播,而淋病、梅毒等传染病只

在成年种群中传播.文献[3、4]考虑了具有阶段结

构的单种群SIS流行病模型.文献[3]考虑的模型

为

x'1(t)=a1x2(t)-c1x2(t-τ)-rx1(t)-

a2x1(t)y(t)+b1y(t)

y'(t)=a2x1(t)y(t)-b1y(t)-(r+α)y(t)

x'2(t)=c1x2(t-τ)-c2x22(t)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

式中:x1(t)、y(t)表示易感幼年和染病幼年种群

的密度;x2(t)表示成年种群的密度,流行病只在

幼年种群中传染,而成年种群不会染病;a1 表示

幼年的出生率;a2 是接触率;a2x1(t)y(t)表示双

线性传染率;r表示幼年的自然死亡率;α表示因

病死 亡 率;c1 表 示 从 幼 年 到 成 年 的 转 化 率;

c2x22(t)表示成年具有Logistic型死亡率;b1 表示

染病幼年的康复率.其他参数的具体生物意义可

以参看文献[1~4].
此外,文献[5、6]考虑了具有阶段结构单种群

的收获策略.受文献[1、3]的启发,本文具体研究

幼年染病具有阶段结构和时滞的单种群模型.



1 模型的建立及分析

1.1 模型建立

模型建立如下:

x'1(t)=rx2(t)-d1x1(t)-αx1(t)I(t)-

rx2(t-τ)e-∫tt-τ[d1+αI(s)]ds

x'2(t)=rx2(t-τ)e-∫tt-τ[d1+αI(s)]ds-

d2x2(t)-βx2
2(t)

I'(t)=αx1(t)I(t)-(d1+δ)I(t)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(1)

式中:x1(t)、I(t)分别表示易感幼年和染病幼年

种群的密度;x2(t)表示成年种群的密度,流行病

只在幼年种群中传染,而成年种群不会染病;α>
0,是 接 触 率;αx1(t)I(t)表 示 双 线 性 传 染 率;

β>0,表示成年种群的密度制约;δ>0,表示染

病幼年种群的因病死亡率.其他参数的具体生物

意义可以参看文献[1~4]模型解释.下面研究系

统(1)平衡点的存在性及稳定性.

1.2 性质分析

通过计算,得到系统(1)以下平衡点:

(1)种群绝灭平衡点(平凡平衡点)P0(0,0,

0)总是存在的.
(2)当R1 =re-d1τ/d2>1时,存在无病平衡

点(边界平衡点):P1(x01,x02,0),其中x01 =r(1-

e-d1τ)x02/d1,x02 = (re-d1τ-d2)/β.
(3)当 R1 = re-d1τ/d2 > 1, 且 R2 =

α r(1-e-d1τ)(re-d1τ-d2)
β d1(d1+δ) >1,R3 =2re-d1τ/(d2

+r)<1时,存在唯一的地方病平衡点(正平衡

点)P2(x*
1 ,x*

2 ,I*),这里x*
1 =(d1+δ)/α,x*

2 =

(re-(d1+αI
*)τ -d2)/β,I* 是方程 r

β
(re-(d1+αI)τ -

d2)(1-e-(d1+αI)τ)=d1(d1+δ)/α+(d1+δ)I的

唯一正根.
平衡点P0 和P1 的存在性是显然的,下证地

方病 平 衡 点 的 存 在 性 和 唯 一 性.正 平 衡 点

P2(x*
1 ,x*

2 ,I*)满足代数方程组

rx2-d1x1-αx1I-rx2e-(d1+αI)τ =0

rx2e-(d1+αI)τ-d2x2-βx2
2 =0

αx1I-(d1+δ)I=0

ì

î

í

ï
ï

ïï

(2)

由方程组(2)的第3个方程,易得x1 = (d1 +

δ)/α,由第2个方程得x2=(re-(d1+αI)τ-d2)/β,代

入第1个方程得

r
β
(re-(d1+αI)τ-d2)(1-e-(d1+αI)τ)=

d1(d1+δ)/α+(d1+δ)I

令 f(I)= r
β
(re-(d1+αI)τ -d2)(1-e-(d1+αI)τ),

g(I)=d1(d1+δ)/α+(d1+δ)I.对函数f(I)求

导得,f'(I)= rατ
β
e-(d1+αI)τ[2re-(d1+αI)τ - (d2 +

r)],由于R3 =2re-d1τ/(d2+r)<1,在区间(0,

+∞)上,f'(I)<0,即f(I)在区间(0,+∞)上

是单调递减的.当R2 = [α r(1-e-d1τ)(re-d1τ -

d2)]/[β d1(d1+δ)]>1时,有f(0)>g(0)>0,

易见g(I)是斜率大于零的直线,所以存在唯一正

根,记做I*,对应地可以求出x*
2 =(re-(d1+αI

*)τ-

d2)/β.下面讨论平衡点的稳定性,有以下定理.
定理1 (1)当R1 =re-d1τ/d2<1时,平衡

点P0 是局部渐近稳定的;当R1 =re-d1τ/d2 >1
时,平衡点P0 是不稳定的.

(2)当 R1 = re-d1τ/d2 > 1, 且 R2 =

α r(1-e-d1τ)(re-d1τ-d2)
β d1(d1+δ) <1时,平衡点P1是局

部渐近稳定的;当R1 =re-d1τ/d2 >1,且R2 =

α r(1-e-d1τ)(re-d1τ-d2)
β d1(d1+δ) >1时,平衡点P1是不

稳定的.
(3)当 R1 = re-d1τ/d2 > 1, 且 R2 =

α r(1-e-d1τ)(re-d1τ-d2)
β d1(d1+δ) >1,R3 =2re-d1τ/(d2

+r)<1时,平衡点P2 存在、唯一并且是局部渐

近稳定的.
证明 (1)在P0处,特征方程为

(λ+d1)(λ+d1+δ)(λ-re-(λ+d1)τ+d2)=0
此特征方程的其中两个根为λ1 =-d1 <0,λ2 =

-(d1+δ)<0;特征根λ3由等式λ=re-(λ+d1)τ-

d2 决定.为了判断λ3 的符号,令 f2(λ)=λ,

g2(λ)=re-(λ+d1)τ -d2,容 易 看 出,f2(λ)在(0,

+∞)上单调递增,g2(λ)在(0,+∞)上单调递

减.
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(A1)当R1 =re-d1τ/d2 <1时,f2(0)=0,

g2(0)=re-d1τ-d2<0,所以,λ3为负数(见图1),

对应地得出此时平衡点P0 是局部渐近稳定的.
(A2)当R1 =re-d1τ/d2 >1时,f2(0)=0,

g2(0)=re-d1τ-d2>0,所以,λ3 为正数(类似于

图2),平衡点P0 是不稳定的.

图1 交点为负的两条曲线

Fig.1 Thetwocurveswithnegativecrossing-point

图2 交点为正的两条曲线

Fig.2 Thetwocurveswithpositivecrossing-point

(2)在P1 处,特征方程为

(λ+d1)(λ-αx0
1+d1+δ)(λ-re-(λ+d1)τ+

d2+2βx0
2)=0

此特征方程的一个根为λ1 =-d1 <0,特征

根λ2由等式λ=re-(λ+d1)τ-d2-2βx0
2决定,第3个

特征根λ3 =αx0
1-(d1+δ).为了判断λ2 的符号,

令f3(λ)=λ,g3(λ)=re-(λ+d1)τ -d2-2βx0
2,则

f3(λ)在(0,+∞)上单调递增,g3(λ)在(0,+∞)

上单调递减,且f3(0)=0,g3(0)=re-d1τ-d2-

2βx0
2=-βx0

2<0,所以,特征根λ2的符号为负(类

似于图1).

(B1)当 R1 = re-d1τ/d2 > 1,且 R2 =

α r(1-e-d1τ)(re-d1τ-d2)
β d1(d1+δ) < 1 时,λ3 =αx0

1 -

(d1+δ)<0,对应地得到此时平衡点P1 是局部

渐近稳定的.
(B2)当 R1 = re-d1τ/d2 > 1,且 R2 =

α r(1-e-d1τ)re-d1τ-d2( )

β d1(d1+δ) >1时,λ3 =αx0
1 -

(d1+δ)>0,对应地得到此时平衡点P1 是不稳

定的.
(3)在P2 处,特征方程为

(λ-re-(λ+αI*+d1)τ+d2+2βx*
2 )[λ2+(d1+

αI*)λ+α2x*
1I*]=0

容易看出特征根λ2、λ3满足λ2+λ3=-(d1+

αI*)<0,λ2λ3=αx*
1I* >0,所以特征根λ2和λ3

都 具 有 负 的 实 部.特 征 根 λ1 由 等 式 λ =

re-(λ+αI*+d1)τ-d2-2βx*
2 决定.为判断λ1 的符号,

令f4(λ)=λ,g4(λ)=re-(λ+αI*+d1)τ-d2-2βx*
2 .

容易看出f4(λ)在(0,+∞)上单调递增,g4(λ)在
(0,+∞)上单调递减,并且f4(0)=0,g4(0)=

re-(d1+αI
*)τ-d2-2βx*

2 =-βx*
2 <0.所以,特征

根λ1 的符号为负(类似于图1).因此,平衡点P2

存在、唯一并且是局部渐近稳定的. □

1.3 模型平衡点的稳定性结论

关于3个平衡点的存在性和稳定性的结论总

结见表1.

表1 平衡点的存在性和稳定性条件

Tab.1 Theexistenceandstabilityconditions

fortheequilibriums

条件
平衡点

P0 P1 P2

R1<1
存在,局部渐近

稳定
不存在 不存在

R1>1
R2<1

存在,不稳定
存在,局部渐近

稳定
不存在

R1>1
R2>1
R3<1

存在,不稳定 存在,不稳定
存 在,局 部 渐

近稳定

推论1 (1)令τ0 =-ln(d2/r)/d1,则当

τ>τ0 时,P0局部渐近稳定;当τ<τ0时,P0不稳

定.
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(2)令Δ= (r-d2)2-4αβd1(d1+δ),则有

(2.1)当τ<τ0,且Δ<0时,P1 局部渐近稳

定.
(2.2)当τ<τ0,且Δ>0时,令τ1 =-lny*

1/

d1,τ2 =-lny*
2/d1,τ3 = -ln r+d2

2r
æ

è
ç

ö

ø
÷ d1,其

中y*
1 =r+d2- Δ

2r
,y*
2 =r+d2+ Δ

2r
是方程

ry2-(r+d2)y+d2+β d1(d1+δ)
α r =0的两个正

根.若τ∈(0,τ2)∪(τ1,τ0),则P1局部渐近稳定;

若τ∈ (τ2,τ1),则P1 不稳定.
(3)当τ∈(τ3,τ1)时,P2是局部渐近稳定的.
证明 首先指出,τ0 和τ3 总是存在的(在生

物意义下,总是假设r>max{d1,d2});τ1和τ2存

在的条件是Δ>0.当τ0、τ1、τ2、τ3 都存在时,满足

τ0 >τ1 >τ3 >τ2 >0.
(1)R1<1和τ>τ0是等价的;而且R1>1和

τ<τ0 是等价的.
(2)当Δ<0时,方程ry2-(r+d2)y+d2+

β d1(d1+δ)
α r =0没有根,所以,对任意的τ∈ (0,

+∞),都有R2 =α r(1-e-d1τ)(re-d1τ-d2)
β d1(d1+δ) <1

成立.考虑到P1存在的条件是τ<τ0(即R1>1),

因此(2.1)成立.
当Δ>0时,方程ry2 -(r+d2)y+d2 +

β d1(d1+δ)
α r =0有两个正根y*

1 =r+d2- Δ
2r

,

y*
2 =r+d2+ Δ

2r .若τ∈(0,τ2)∪(τ1,τ0),对应

的有R2 =α r(1-e-d1τ)(re-d1τ-d2)
βd1(d1+δ) <1,从而

P1 局部渐近稳定.若τ∈(τ2,τ1),对应的有R2=

α r(1-e-d1τ)(re-d1τ-d2)
β d1(d1+δ) >1,从而P1 不稳定.

因此(2.2)成立.
(3)当τ<τ0,Δ>0,且τ∈(τ2,τ1)时,R2=

αr(1-e-d1τ)re-d1τ-d2( )

βd1(d1+δ) >1;另外,τ>τ3等价

于R3=2re-d1τ/(d2+r)<1,而且τ3∈(τ2,τ1),

所以,当τ∈(τ3,τ1)时,定理1的条件(3)满足,故

P2 是局部渐近稳定的.
推论2 由定理1和推论1,得到

(1)当Δ<0时,τ0 是一个阈值.若τ>τ0,则

P1 不存在,P0 局部渐近稳定;若τ<τ0,P0 不稳

定,P1 存在而且局部渐近稳定.
(2)当Δ>0时,平衡点的稳定性由τ的不同

取值区间决定.若τ∈ (0,τ2)∪ (τ1,τ0),P1 是局

部渐近稳定的;若τ∈ (τ2,τ1),则P1 不稳定;若

τ∈(τ3,τ1),P2 存在且是局部渐近稳定的.

1.4 例 题

例1 取α=β=r=1,d1 =0.3,d2 =

0.2,τ=2,若取δ=0.2,则有R1=2.744>1,R2

=1.350>1,R3=0.9147<1,根据定理1,地方

病平衡点P2(x*
1 ,x*

2 ,I*)存在且是局部渐近稳

定的;若取δ=0.4,则有R1 =2.744>1,R2 =

0.9643<1,根据定理1,地方病平衡点P2(x*
1 ,

x*
2 ,I*)是不存在的.这说明如果因病死亡率δ取

值不是太大时(δ=0.2),可以形成地方病.但是,

如果因病死亡率δ取值太大时(δ=0.4),则不容

易形成地方病,这是由于单位染病者在死亡之前

所感染的新得病者不足一个,从而该传染病绝灭.

2 结果与讨论

在定理1的第一种情况下,可以证明平衡点

P0 是全局渐近稳定的;在第二种情况下,可以证

明平衡点P1 是全局渐近稳定的;但是对于正平

衡点P2的全局稳定性没有证明,这主要是由于时

滞的存在,很难找到相应的Lyapunov函数.对于

二维系统,可以用Dulac函数判断系统无环,再利

用系统的有界性和正平衡点的局部稳定性就可以

证明系统正平衡点的全局稳定性.而对于三维系

统,目前没有更好的办法来证明正平衡点的全局

稳定性.
推论2可以给出生物意义下的解释.若时滞

较大(τ>τ0),即如果种群的成熟期较长,种群走

向绝灭(平衡点P0 是全局稳定的).若时滞较小

(τ<τ0),成年种群的密度制约系数很大(β充分
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大),或者成年种群的出生率和死亡率相差不多

(|r-d2|≪1),则种群持续生存,疾病消除(平

衡点P1 是全局稳定的),因为此时Δ<0.只有当

时滞取特定值(τ∈(τ3,τ1))时,可以形成地方病.
注意到在推论2的(2)中,还有一种情况没有

讨论,即τ∈ (τ2,τ3).由定理1和推论1可知,当

τ∈(τ2,τ3)时,P0和P1是不稳定的,此时P2是否

存在,以及P2 的稳定性如何,对于这些问题的研

究留作以后研究.

3 结 语

本文得出了幼年染病具有阶段结构和时滞的

单种群模型中3个平衡点的性质,以及生物意义

下的解释,对进一步研究平衡点的稳定性具有一

定参考价值.
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Delayedstage-structuredsingle-speciesmodelwithdiseaseininfant

SHI Rui-qing*1,2, CHEN Lan-sun1

(1.SchoolofMathematicalSciences,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China;

2.SchoolofMathematicsandComputerScience,ShanxiNormalUniversity,Linfen041004,China)

Abstract:Adelayedstage-structuredsingle-speciesmodelwithdiseaseintheinfantisstudied.Bythe

methodofeigenvalueforordinarydifferentialequation,andbythegeometricfigures,thesufficient

andnecessaryconditionsfortheexistenceandstabilityofthethreeequilibriumpointsaregot.Inthe

inference,somethresholdsfortheparameterτarefound,whichcontrolthestabilityofthe

equilibriumpoints.Whentheparameterτhasdifferentvalues,thecorrespondingstabilitypropertyof

theequilibriumpointsisobtained,andtheoreticalresultisverifiedbyasimpleexample.Atlast,the

resultsfromtheviewpointofbiologyareexplained.Ifthedelayislargeenoughandthematuration

periodislongenough,thenthepopulationwilldieout.Ifthedelayissmallandthematurationperiod

isshort,thenthepopulationmaypersist.

Keywords:stage-structured;delay;equilibriumpoint
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