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摘要:图的独立数是图论中的重要参数,令G=(V(G),E(G))是一个简单有限无向图.如
果V(G)的子集S中任意两个顶点均不相邻,则S是图G 的一个独立集.顶点独立集大小的

最大值,称为图G的独立数,记做α(G).研究了路径幂图、FlowerSnark及其相关图、多锥图

的独立数问题,首先构造出了它们的独立集,得到其独立数的下界,然后证明了该值也是其独

立数的上界,并给出了它们独立数的准确值.
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0 引 言

本文考虑的图,均指简单有限无向图,其他未

加说 明 的 术 语 和 记 号 参 见 文 献[1].图 G =
(V(G),E(G)),其中V(G)和E(G)分别表示图G
的顶点集和边集.诱导子图<G,S>是以S⊆V(G)
为顶点集和G中端点均在S中的所有边构成的子

图.顶点v∈V(G)的闭邻域N[v]={u∈V(G):

vu∈E(G)}∪{v},相应地,S⊆V(G)的闭邻域

N[S]=∪
v∈S

N[v].独立集S⊆V(G)是由两两不

相邻的顶点构成的集合,顶点独立集大小的最大

值称为独立数,记做α(G).
路径幂图Pk

n 是指连接路径图Pn 中所有距离

不超过k的顶点对所得到的图.当n为不小于5的

奇数时,FlowerSnark图Fn = (V(Fn),E(Fn))
被定义为4n个顶点的简单无向图,其中V(Fn)=
{ui:0≤i≤n-1}∪{vi:0≤i≤n-1}∪{wi:

0≤i≤2n-1},且E(Fn)={uiu(i+1)modn:0≤i≤
n-1}∪{wiw(i+1)mod2n:0≤i≤2n-1}∪{viui,

viwi,viwn+i:0≤i≤n-1}.当n=3或n为不小

于4的偶数时,Fn 被称为FlowerSnark的相关图.
多锥图是由一个长度为m 的圈Cm 以及l个孤立

点组成的图,其中每个孤立点都与Cm 的所有点有

边关联,记做Wl,m.
图的独立数是图论中最重要的参数之一,因

而吸引了无数的研究者.这些研究多集中在讨论

一般图的独立数的上界和/或下界上[2~11],对于

具体的某些特定的类图,比如路径幂图、Flower
Snark及其相关图、多锥图等类图的独立数问题

则很少有文献直接涉及.
本文研究路径幂图、FlowerSnark图及多锥

图的独立数问题,并给出其独立数的准确值.

1 路径幂图Pk
n 的独立数

在本章中讨论路径幂图Pk
n 的独立数.

定理1 路径幂图 Pk
n 的独立数α(Pk

n)=
n/(k+1).

证明 首先给出路径幂图Pk
n 的一个独立集,

使得α(Pk
n)≥ n/(k+1),然后证明α(Pk

n)≤
n/(k+1),从而得到定理的结论.

(1)取S={v(k+1)i:0≤(k+1)i≤n-1}⊆
V(Pk

n)(图1示例了几个路径幂图的独立集),则S
是路径幂图Pk

n 的一个独立集并且|S|=n/(k+



1),于是,α(Pk
n)≥n/(k+1).

(2)为 了 以 下 证 明 的 方 便,记 V'(i,l)=
{vi+j:0≤j≤l-1}⊆V(Pk

n),其中下标对n取

模.
令S为路径幂图Pk

n 的任意一个独立集,则由

<Pk
n,V'(i,l)>≌ Kl,1 ≤l ≤ k +1,可 得

|S∩V'(i,l)|≤1.

设n=(k+1)m+t,则有|S|=∑
m-1

i=0
|S∩

V'((k+1)i,k+1)|+|S∩V'((k+1)m,t)|≤
m×1+ε=m+ε;其中,当t=0时,ε=0,否则

ε=1.于是,|S|≤n/(k+1),由S的任意性,可
知α(Pk

n)≤n/(k+1).
综合(1)、(2),得α(Pk

n)= n/(k+1). □

图1 路径幂图Pk
n 的独立集

Fig.1 SomeindependentsetsofPk
n

2 FlowerSnark及其相关图 Fn 的

独立数

对于n=3时FlowerSnark相关图的独立数

α(F3)=5留给读者去验证.下面讨论n≥4时

FlowerSnark及其相关图Fn 的独立数.
定理2 FlowerSnark图Fn(n为不小于5

的奇数)的独立数α(Fn)=2n-1.
证明 首先给出FlowerSnark图Fn 的一个

独立集,使得α(Fn)≥2n-1,然后证明α(Fn)≤
2n-1,从而得到定理的结论,其中n为不小于5
的奇数.

(1)取S= {u2i:0≤i≤ (n-1)/2-1}∪
{v2i+1:0≤i≤ (n-1)/2-1}∪ {vn-1}∪ {w2i,

wn+2i:0≤i≤(n-1)/2-1}⊆V(Fn)(图2示例

了FlowerSnark图的独立集),则S 是 Flower

Snark图Fn 的一个独立集并且|S|=(n-1)/2

+(n-1)/2+1+2×[(n-1)/2]=2n-1,于
是,α(Fn)≥2n-1.

图2 FlowerSnark图Fn 的独立集

Fig.2 IndependentsetofFlowerSnarkgraphFn

(2)令S为FlowerSnark图Fn 的任意一个

独立集,取x=|S∩ {ui:0≤i≤n-1}|,y=
|S∩ {vi:0≤i≤n-1}|,z=|S∩{wi:0≤i

≤2n-1}|.则|S|=x+y+z且得到如下整数

规划:

  max x+y+z
s.t.x≤ (n-1)/2 (1)

z≤n
x+y≤n
z≤2n-2y
y≤n

其中x,y,z∈N(N为自然数集).
由<Fn,{ui:0≤i≤n-1}>≌Cn 得x≤ (n

-1)/2;

由<Fn,{wi:0≤i≤2n-1}>≌C2n 得z≤n;
由x+y=|S∩ {ui:0≤i≤n-1}|+|S

∩ {vi:0≤i≤n-1}|=|S∩{ui,vi:0≤i≤n

-1}|及uivi∈E(Fn)得x+y≤n;
由z=|S∩{wi:0≤i≤2n-1}|≤|{wi:

0≤i≤2n-1}-N[S∩{vi:0≤i≤n-1}]|=
2n-2y得z≤2n-2y;

由|{vi:0≤i≤n-1}|=n得y≤n.
该整数规划的最优值为2n-1,于是|S|≤

2n-1.又由S任意性,可知α(Fn)≤2n-1.
综合(1)、(2),得FlowerSnark图Fn(n为不

小于5的奇数)的独立数α(Fn)=2n-1. □
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定理3 FlowerSnark相关图Fn(n为不小

于4的偶数)的独立数α(Fn)=2n.
证明 首先给出FlowerSnark相关图Fn 的

一个独立集,使得α(Fn)≥2n,然后证明α(Fn)≤
2n,从而得到定理的结论,其中n为不小于4的偶

数.
(1)取S= {u2i:0≤i≤n/2-1}∪ {v2i+1:

0≤i≤n/2-1}∪{w2i,wn+2i:0≤i≤n/2-1}

⊆V(Fn)(图3示例了FlowerSnark相关图的独

立集),则S是FlowerSnark相关图Fn 的一个独

立集并且|S|=n/2+n/2+2×(n/2)=2n,于
是,α(Fn)≥2n.

图3 FlowerSnark相关图Fn 的独立集

Fig.3 IndependentsetofFlowerSnarkrelatedgraphFn

(2)令S为FlowerSnark相关图Fn 的任意一

个独立集,取x=|S∩{ui,vi:0≤i≤n-1}|,

y=|S∩ {wi:0≤i≤2n-1}|,则|S|=x+
y.

由uivi∈E(Fn)得x=|S∩{ui,vi:0≤i≤
n-1}|≤n,由<Fn,{wi:0≤i≤2n-1}>≌C2n
得y≤n,于是|S|=x+y≤n+n=2n.又由

S任意性,可知α(Fn)≤2n.
综合(1)、(2),得FlowerSnark相关图Fn(n

为不小于4的偶数)的独立数α(Fn)=2n. □

3 多锥图Wl,m的独立数

多锥图是由一个长度为m 的圈Cm 以及l个

孤立点组成的图,其中每个孤立点都与Cm 的所有

点有边关联,记做 Wl,m,即V(Wl,m)= {ui:0≤
i≤l-1}∪{vi:0≤i≤m-1}且E(Wl,m)=
{uivj:0≤i ≤l-1,0 ≤ j ≤ m -1}∪

{viv(i+1)modm:0≤i≤m -1}.下面讨论多锥图

Wl,m 的独立数.
定理4 多锥图Wl,m 的独立数α(Wl,m)=

max{l,m/2}.
证明 首先给出多锥图Wl,m 的独立集,使得

α(Wl,m)≥max{l,m/2},然后证明α(Wl,m)≤
max{l,m/2},从而得到定理的结论.

(1)当l≥ m/2时,取S= {ui:0≤i≤l-
1}⊆V(Wl,m),则 S 是 Wl,m 的一个独立集且

|S|=l≥ m/2.
当l< m/2时,取S= {v2i:0≤i≤ (m-

1)/2-1}⊆V(Wl,m),则S是Wl,m 的一个独立集

且|S|= m/2 >l.
于是,有α(Wl,m)≥max{l,m/2}.
(2)令S为多锥图Wl,m 的任意一个独立集,

取x=|S∩{ui:0≤i≤l-1}|,y=|S∩{vi:

0≤i≤m-1}|,则|S|=x+y且x≤l.
由<Wl,m,{vi:0≤i≤m-1}>≌Cm 可知y≤

m/2.同时,由{uivj:0≤i≤l-1,0≤j≤m-
1}⊆E(Wl,m)可知xy =0.于是有如下整数规

划:

  max x+y
s.t.x≤l (2)

y≤ m/2
xy =0

其中x,y∈N(N为自然数集).
该整数规划的最优值为max{l,m/2},从而

|S|≤ max{l,m/2 }.又由S 任意性,可知

α(Wl,m)≤max{l,m/2}.
综合(1)、(2),得α(Wl,m)=max{l,m/2}.

□

4 结 论

(1)路径幂图Pk
n 的独立数α(Pk

n)= n/(k+
1);

(2)FlowerSnark图 Fn 的独立数α(Fn)=
2n-1,n为不小于5的奇数;

(3)FlowerSnark相关图Fn 的独立数α(Fn)

=2n,n为不小于4的偶数;
(4)多 锥 图 Wl,m 的 独 立 数 α(Wl,m)=

max{l,m/2}.
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Abstract:Independencenumberofthegraphisanimportantparameteringraphtheory.LetG =
(V(G),E(G))beasimplefiniteundirectedgraph.Asub-setSofV(G)isanindependentsetandany
twoverticesofSaren'tadjacent.Sotheindependencenumberα(G)isthemaximumcardinalityofan

independentsetinG.Theindependencenumberofpathpowergraph,FlowerSharkanditsrelated

graph,multi-conegraphisstudied.Firstly,theindependentsetsofthemareconstructed,sotheir

lowerboundsoftheindependencenumberareobtained.Secondly,itisprovedthattheseboundsare

alsotheupperboundsofthosethreegraphs.Then,theirexactvaluesoftheindependencenumberare

given.

Keywords:independentset;independencenumber;pathpowergraph;FlowerSnark;multi-cone

graph
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