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基于NURBS边界元法的波浪荷载计算研究
钱  昆, 王 言 英*

(大连理工大学 船舶工程学院,辽宁 大连 116024)

摘要:应用基于NURBS的边界元法对船舶在波浪中的运动和荷载计算进行了研究.基于

NURBS边界元法原理编制了相应的边界元法计算程序.对构建线性方程组的配点法和

Galerkin法进行了比较,验证了两种方法的计算精度,结果表明Galerkin法计算结果的精度

要好于配点法.使用基于NURBS的边界元法和频域三维移动脉动源格林函数,对一艘集装

箱船在波浪中的运动和受到的波浪弯矩进行了计算,计算结果同已有的实验结果和数值计算

结果符合良好.
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0 引 言

随着计算机技术的发展和结构分析方法的进

步,舱段有限元分析、整船结构三维有限元分析方

法逐渐成为船型开发中常用的设计手段.船体表

面的水动压力是有限元强度计算中要考虑的最重

要的外荷载.这就对波浪荷载和运动计算预报方

法提出了新的要求.因此,对船舶和海洋结构物在

波浪中运动和荷载的分析和研究,具有重要的理

论意义和实用价值.目前,三维边界元法已成为分

析船舶和浮式结构物与波浪相互作用的常用工

具.很多学者应用常数元法和高阶边界元法对波

浪和低速物体作用的问题进行了研究.然而经典

的高阶边界元法计算单元边界上速度势的导数并

不连续,影响计算精度.使用基于样条的边界元法

能够保证速度势和速度势导数在边界上的连续

性,因此近年来发展很快.NURBS(非均匀有理B
样条)是当前CAD系统中的主流几何表达形式,
能够精确表达二次曲面,基于 NURBS的边界元

法由于能和CAD方便集成,具有很大的优势.本
文用基于NURBS的边界元法对船舶在波浪中的

运动和荷载进行分析.

1 计算原理

在势流理论下,流场中的速度势ϕ满足拉普

拉斯方程

2ϕ=0 (1)
基于线性假定,流场中总的速度势ϕ可按下式进

行分解[1]:

ϕ= (-Ux+φs)+ϕt (2)

其中U 为船舶航行速度;φs 为定常兴波势,在耐

波性计算中可以用叠模势代替;ϕt为非定常势.
对于非定常势,基于线性假定,可以把速度势

中的时间项显式分离出去

ϕt=Re(φte-iωt) (3)

其中φt为速度势中的定常部分.ϕt又可分解为入

射势ϕi、绕射势ϕd 和辐射势ϕr,即

ϕt=ϕi+ϕd+ϕr (4)

入射波势ϕi是已知的,对于规则入射波

ϕi=Re(φ0e-iωt) (5)

式中

φ0 =-igAω
coshk(z+d)
cosh(kd)e

ikxcosβ (6)

进一步假设物体的运动是小量,则辐射势可以分



解为对应物体6个运动模态的6个分量叠加:

ϕr=Re(-iω∑
6

j=1
ζjφje-iωt ) (7)

式中:ζj 为物体运动的第j个分量;φj 为第j个运

动模态的辐射势.相应地,绕射势也可以表达为

ϕd =Re(φ7e-iωt) (8)
定常入射势、绕射势和辐射势φj(j=0,1,

…,7)除满足拉普拉斯方程,还需满足下列边界

条件:
自由表面边界条件

-ω2φj+2Uiω∂φj

∂x +U2∂2φj

∂x2 +g∂φj

∂z =0

(j=0,1,…,7) (9)
物面边界条件

∂φj

∂n =nj (j=1,2,…,6)

∂φ7
∂n =-∂φ0∂n

(10)

底面边界条件

∂φj

∂n =0 (j=0,1,…,7) (11)

且需满足适当的辐射边界条件,保证远方边界上

有波浪传出.
应用满足自由水面边界条件、海底边界条件

和无限远辐射边界条件的格林函数G,可以只在

物体表面积分,得到关于绕射势和辐射势的积分

方程

 Cφj =∬Sb
(∂G∂nφj-G∂φj

∂n )dS-

1
g∫WL

[2UiωφjG-

U2 (φj
∂G
∂x-G∂φj

∂x ) ]dy (12)

式中C为物面的固角.求解此积分方程,可以得到

流场中的速度势.
得到流场中的速度势后,可应用伯努利公式计

算流体压力,将伯努利公式中各项展开到一阶,有

 p=-ρgz-ρ
∂ϕ
∂t+ρ(U- φs)· ϕ (13)

将流体动压力在平均湿表面上积分,即可得到作用

在物体上的总波浪力,将得到的波浪力代入物体的

运动方程,即可得到物体在波浪中的运动和荷载.

2 NURBS边界元法数学模型

对于复杂任意物体的积分表面,总可以把它

分解成多个光滑曲面的组合,每个曲面都可以应

用 NURBS 曲 面 的 形 式 表 达.一 个 k×l 次

NURBS曲面的有理分式定义如下[2]:

p(u,v)= X
W =
∑
m

i=0
∑
n

j=0
wi,jBi,jNi,k(u)Nj,l(v)

∑
m

i=0
∑
n

j=0
wi,jNi,k(u)Nj,l(v)

(14)

其中p(u,v)为(u,v)参数表达下的曲面点;Bi,j

为控制顶点网格,i=0,1,…,m,j=0,1,…,

n;wi,j 为 与 控 制 顶 点 Bi,j 相 联 系 的 权 因 子;

Ni,k(u)和Nj,l(v)分别为k和l次B样条基函数.
NURBS曲面的形式不仅可以表达物体的几

何形状,也可以用来表达物体表面上的速度势[3].
应用与描述物体表面相同的方法,把速度势函数

表达成二维参数空间上的NURBS曲面形式:

 ϕ(u,v)=
∑
m

i=0
∑
n

j=0
wi,jϕi,jNi,k(u)Nj,l(v)

∑
m

i=0
∑
n

j=0
wi,jNi,k(u)Nj,l(v)

(15)

其中ϕi,j 为速度势的控制系数,wi,j 为控制点的权

值.在边界元法计算中,使用NURBS形式对表面

速度势进行离散,对表面速度势函数ϕ的求解就

转换成了对速度势控制系数ϕi,j 的求解.
典型的水动力问题边界积分方程为

C(p)ϕ(p)=∬S
ϕ(q)

∂G(p,q)
∂n dS(q)-

∬S
G(p,q)∂ϕ

(q)
∂n dS(q) (16)

以上式为例描述基于 NURBS边界元法的原理,
将速度势函数表达式(15)代入到积分方程(16)
中,可得

C(p)
∑

m

i=0
∑

n

j=0
wi,jϕi,jNi,k(up)Nj,l(vp)

∑
m

i=0
∑

n

j=0
wi,jNi,k(up)Nj,l(vp)

-

∬S

∑
m

i=0
∑

n

j=0
wi,jϕi,jNi,k(uq)Nj,l(vq)

∑
m

i=0
∑

n

j=0
wi,jNi,k(uq)Nj,l(vq)

∂G(p,q)
∂n dS(q)=

-∬S
G(p,q)

∑
m

i=0
∑

n

j=0
wi,jϕ'i,jNi,k(uq)Nj,l(vq)

∑
m

i=0
∑

n

j=0
wi,jNi,k(uq)Nj,l(vq)

dS(q)

(17)
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上式中积分可以用Gauss-Legendre法计算.通过

求解ϕi,j 即可得到整个流场中的速度势.
通常基于NURBS的边界元法中速度势使用

式(15)表达,这样就需要预先设定速度势控制点

的权值wi,j.但实际计算中速度势的分布形式是

未知的,预先设定的速度势控制点的权值并不一

定合适,反而增加了计算负担.因此在计算中可以

令权值wi,j全部为1,即不使用有理形式表达速度

势ϕ.这样式(15)就简化为

ϕ(u,v)=∑
m

i=0
∑
n

j=0
ϕi,jNi,k(u)Nj,l(v) (18)

应用速度势ϕ的表达式(18),积分方程(17)可以

简化为

C(p)∑
m

i=0
∑
n

j=0
ϕi,jNi,k(up)Nj,l(vp)-

∬S∑
m

i=0
∑
n

j=0
ϕi,jNi,k(uq)Nj,l(vq)∂G

(p,q)
∂n dS(q)=

-∬S
G(p,q)∑

m

i=0
∑
n

j=0
ϕ'i,jNi,k(uq)Nj,l(vq)dS(q)

(19)
使用这种处理方法,面元上的几何形状仍然

保持使用NURBS的表达形式,而速度势的表达

基于普通的非均匀B样条形式.这样可以减少计

算的消耗.更进一步,速度势表达可以在uv参数

空间使用与几何表达不同的网格.这样的好处是

可以在保证几何模型精确性的基础上灵活改变速

度势网格的密度,有助于提高计算效率,缺点是计

算速度势所用到的单元上的B样条基函数和几何

曲面上的B样条基函数不再是相同的,必须重新计

算,增加了程序的计算量.因此在编制程序时,可以

预先计算各单元内的数值积分点的坐标和影响系

数,由于边界元法中要反复计算一个单元对其他点

的影响系数,这种处理方法能够提高计算速度.
用 NURBS形 式 表 达 的 每 个 曲 面 上 共 有

(Mp +k-1)×(Np +l-1)个未知量(p为曲面

编号),而只有Mp ×Np 个网格,所以要求解方程

必须增加控制点数.一种解决方法是使用配点法,
在曲面上添加(Mp +k-1)×(Np +l-1)-
Mp ×Np 个点作为控制点,这样就可以直接解线

性方程组得到结果.但如果控制点的位置选择不

合理会影响解的精度.通常曲面边界上流场变化

幅度比较大,所以一般把增加的控制点置于曲面

的边界上.
另一种解决方法是使用加权余量法,通过使

积分方程的残差最小来建立方程组.在本文中,对
离散的积分方程使用Galerkin法,使残差直接在

参数空间对应的 NURBS样条函数上达到最小,
可以得到可计算的线性方程组.

方程的残差定义为

 r=C(p)ϕ(p)-∬S
(∂G(q,p)∂n ϕ(q)-

G(q,p)∂ϕ
(q)
∂n )dS(q) (20)

离散化的残差可表示为

r(u,v)=C(p)∑
m

i=0
∑
n

j=0
ϕi,jNi(u)Nj(v)-

∬S
[∑

m

i=0
∑
n

j=0
(∂G(u,v)∂n ϕi,j-

G(u,v)∂ϕi,j

∂n ) ×Ni(u)Nj(v)]dS (21)

对离散的积分方程使用Galerkin法得

 ∑
P

p=1∬Ωpr(u0,v0)N
p
i(u0)Np

j(v0)dudv=0 (22)

式中:Ωp 为第p 个曲面片;P 为曲面总数.对上式

中的外部积分,采用高斯积分法进行数值积分得

 ∑
P

p=1
∑
mp

i=0
∑
np

j=0
∑
Ng

a=1
∑
Ng

b=1

[r(ua,vb)|Jn|×

WaWbNp
i(ua)Np

j(vb)]=0 (23)
式中:Ng 为高斯积分点个数;Wa、Wb 为高斯积分

的权值.最终可以得到一个维数为q×q的线性方

程组

Aq×qϕq×1 =Bq×1 (24)

q为所有未知量的总数,

 q=∑
P

p=1

[(Mp +kp -1)×(Np +lp -1)](25)

从而可解出方程的系数ϕi,j.

3 算例分析

以上介绍了基于NURBS的边界元法的计算

原理.作为算例,对无限流场中匀速运动的圆球体

绕流问题进行了研究.圆球的半径为1m.运动速

度为1m/s,沿x方向.使用二次NURBS样条建

立的圆球模型和计算坐标的选取如图1所示.
用NURBS方法计算了球体表面上各点的速

度,并把它和理论解进行比较.根据对称性,计算

中在1/4球面上布置2×4的网格.图2给出了x
从0到1的区域内的流体速度.从图中可以看出,
用基于NURBS的边界元法计算的结果很精确.
而Galerkin法计算结果的精度要好于配点法.
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图1 计算圆球和NURBS网格

Fig.1 ComputedsphereandNURBSgrids

图2 圆球绕流表面速度分布

Fig.2 Flowvelocitydistributiononaspheresurface

对于船舶在波浪中的运动和荷载计算情况,
应用基于NURBS的边界元法和频域三维移动脉

动源的格林函数计算了集装箱船S-175在波浪中

的运动和荷载.频域三维移动脉动源的格林函数

采用分区积分和自适应步长辛普森积分方法计

算[4].S-175船型是ITTC建议进行耐波性计算

验证的标准船型[5],其主尺度和计算参数见表1.

表1 船体主尺度和计算参数

Tab.1 Mainprincipalsandcomputationparameters

尺度与系数 数值

垂线间长/m 175.0
型宽/m 25.4
型深/m 16.4
吃水/m 9.5
排水量/t 24742

方形系数Cb 0.572
重心高度(距水面)/m -0.02
重心位置(距船中)/m 2.48

横向惯性半径/m 8.33
纵向惯性半径/m 42

计算中的几何模型网格如图3所示.整个船

体用NURBS曲面表达,几何模型的总网格数为

294(21×14).平均湿表面上的计算网格数为210
(21×10).计算采用两种不同密度的速度势控制

网格,控制网格1使用控制点数为312(24×13),
控制网格2使用控制点数为198(18×11).

图3 S-175计算网格

Fig.3 ComputationgridofshipS-175

对船舶在迎浪状态下的运动进行了计算,船
舶在各不同波浪频率下的升沉和纵摇运动响应计

算结果及其与实验结果和SWAN2线性算法[6]的

计算结果比较见图4和5.计算中取Fr=0.275.
从计算结果可以看出,两种网格的计算结果符合

很好,说明计算收敛很快.本文计算结果和已有的

实验结果和数值计算结果大致上符合良好,尤其

在高频段的计算和实验结果很接近;在低频部分,

本文结果和SWAN2的计算结果都和实验值有比

较大的差距.由于本文计算结果只是线性势流理

论结果,而船舶的耐波性问题是一个受多种因素

影响的复杂问题,计算和实验结果出现偏差是难

免的,本文计算结果的精度能够满足实际工程应

用要求.

图4 S-175迎浪升沉运动响应函数计算结果

Fig.4 RAOofheavemotionforshipS-175inheadwave

图6和7给出了船舶迎浪运动时的波浪弯矩
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和剪力响应函数计算结果,并与实验值和STF法

计算结果[7]进行了比较.可见本文的计算结果与实

验结果大致上符合,可以满足工程应用的要求.

图5 S-175迎浪纵摇运动响应函数计算结果

Fig.5 RAOofpitchmotionforshipS-175inheadwave

图6 S-175迎浪中剖面垂向波浪弯矩响应函数

Fig.6 RAOofverticalbendingmomentonthemidship

profileforshipS-175inheadwave

图7 S-175迎浪中剖面垂向波浪剪力响应函数

Fig.7 RAOofverticalshearforceonthemidship

profileforshipS-175inheadwave

图8是用基于 NURBS的边界元法计算的

S-175在迎浪状态产生最大弯矩时的弯矩图(Fr=

0.200和Fr=0.275).考虑到大幅波浪的非线性

影响,在计算弯矩时,可以将计算得到的平均湿表

面上的波浪力扩展到实际的湿表面上积分,这样

可以考虑外飘等非线性因素的影响.根据线性计

算结果可以得到船体的位置和沿水线处自由表面

的高度.船舶受到的Frude-Krylov力可以在瞬时

湿表面上计算,而绕射力和辐射力可以使用简化

的线性插值方法转换到瞬时湿表面上[8].计算中

插值在船体不同横剖面上进行,当瞬时波面高于

静水吃水线时,将平均湿表面的波浪力线性地插

值到瞬时波面高度,当瞬时波面低于静水吃水线

时,将瞬时波面上的波浪力设为零.根据沿船长方

向质量分布的情况,对船体应用达朗伯原理,即可

积分得到船体上的剪力和弯矩.计算结果表明船

体受到的波浪弯矩随航速的提高而增加.当波幅

较大时,船体受到的弯矩受到非线性因素的影响,
增加速度要比线性状态的更大.

  (a)Fr=0.200,T=11.5s

  (b)Fr=0.275,T=11.5s

图8 迎浪状态S-175的最大弯矩图

Fig.8 Distributionofmaximumverticalbending
momentalongshipS-175inheadwave

4 结 论

本文研究了基于NURBS的边界元法在船舶
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耐波性方面的应用,编制了基于 NURBS的边界

元法计算程序.对建立线性方程组的配点法和

Galerkin法的计算结果进行了比较.结果表明

Galerkin法计算结果的精度要好于配点法,且两

种方法计算的结果都很精确.说明基于 NURBS
的边界元法是一个高效准确的数值计算方法,是
高效准确计算波浪中浮体受力和运动的基础.对
船舶运动和波浪荷载的计算结果比较可以看出,

使用基于 NURBS的边界元法程序对集装箱船

S-175的运动和荷载计算是准确的.计算得到的运

动和波浪荷载响应同实验值和其他计算结果符合

较好.这说明本文的方法是一种实用的计算三维

物体在波浪中运动和荷载的方法.
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StudyofcalculationofwaveloadsusingNURBS-basedBEM

QIAN Kun, WANG Yan-ying*

(DepartmentofNavalArchitecture,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:UsingtheNURBS-basedboundaryelementmethod,motionsandwaveloadsofshipon
wavesarecalculated.AnefficientNURBSapproachbasedonboundaryelementprogramisdeveloped

firstlyandtheaccuracyofthecollocationpointmethodandtheGalerkinmethodarecompared.The

resultsshowthattheGalerkinmethodismoreaccuratethanthecollocationpointmethod.The

NURBS-basedboundaryelementmethodandtheGreen-functionofthree-dimensionaltranslatingand

pulsingsourceareusedinthecalculationofmotionsandwave-inducedbending momentsona

containershipwithforwardspeed.Thecalculationresultsagreewellwiththeexperimentalresults

andothernumericalresults.
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