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摘要:在综合分析网络纵向、横向灰色关联分析特点的基础上提出了一种新的基于灰色关

联分析的剪枝算法,并将其用于训练高阶神经网络.该算法运用灰色关联分析对比网络各节

点输出值序列之间联系的紧密程度,用网络纵向灰色关联分析确定剪枝连接,再用网络横向

灰色关联分析确定相应的并枝连接,实现网络结构的动态修剪.训练后的高阶神经网络具有

合理的网络拓扑结构和较好的泛化能力.实验验证了该算法的合理性、有效性.
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0 引 言

高阶神经网络(high-orderneuralnetwork,

HONN)是Lee等[1]提出的一类前馈神经网络的

改进形式,它既保留了单层网络收敛速度快的特

点,又具有平移不变性和旋转不变性.HONN具

有高 度 的 非 线 性 映 射 能 力 和 较 强 的 存 储 能

力[1、2],广泛用于图像识别、分类、函数逼近、自动

控制、医学等领域;文献[3]详尽地介绍了递归高

阶网络在自适应控制中的应用;文献[4]利用高阶

神经网络形成的复杂包络在特征空间中构造不同

说话人的覆盖区域以达到说话人识别目的;文献

[5]将高阶神经网络应用于储层分布参数的定量

预测;文献[6]利用高阶网络研究了一类复杂系统

的自适应控制.这些能力的获得是由于 HONN
结构不同于一般的前馈神经网络,输入层中增加

了样本输入向量的高阶扩展项.但是随着样本输

入向量维数的增加,全连接 HONN中高阶扩展

项的个数及相应的连接权值的数量呈指数阶增

加,产生“维数灾难”.如何找到合理的训练算法,
实现HONN结构的优化是 HONN的一个核心

问题.剪枝算法是一种优化前馈网络结构的常用

方法.它采用自顶向下的设计方法,先构造一个足

够大的网络,然后在训练中删除冗余的连接,达到

精简网络结构、改进泛化的目的.例如权消去剪枝

法[7]、基于灵敏度的剪枝算法[8]、相关性剪枝算

法[9]、基于模式输出能量函数最小剪枝算法[10].
上述方法主要是用于BP网络隐层连接的修剪,

而有关高阶网络结构优化问题的剪枝算法研究较

少.
1982年,邓聚龙创立灰色系统理论.灰色系

统理论着重研究“外延明确,内涵不明确”的对象,

是一种研究少信息、贫信息不确定问题的新方

法[11、12].灰色关联分析是灰色系统理论的一种重

要量化分析方法,其根据序列曲线几何形状的相

似程度来判断其关系是否紧密.该方法已在农业、

教育、经济、军事等众多领域得到了广泛应用.文
献[13、14]在利用灰色关联分析方法优化BP网

络结构方面做出了有意义的尝试.文献[13]所采

用的方法综合考虑了各隐层节点输出值序列与输

出层节点输出值序列的灰色关联度,对关联度小

于指定值的连接进行剪枝,可以称其为网络纵向

灰色关联分析.但是,每次剪枝后的网络都需要重

新训练,导致计算量偏大.文献[14]给出的剪枝算

法利用同一隐层各节点输出值序列之间的灰色关



联度进行连接合并,实现网络结构的优化,可以称

之为网络横向灰色关联分析.但是,该方法没有考

虑隐层节点输出值序列与输出层节点输出值序列

之间的关联度,一些冗余连接无法去掉.本文综合

网络纵、横两种灰色关联分析的优点,提出基于灰

色关联分析的一种新的剪枝算法,并将其用于训

练HONN,实现HONN结构优化.

1 HONN结构和灰色关联分析简介

1.1 HONN结构

本节给出k-阶网络(k≥2)结构.设网络的样

本输入向量为ξ∈RP,ξ=(ξ1 ξ2 … ξP)T.网

络 的 实 际 输 出 向 量 为 Y ∈ RM,Y =
(y1 y2 … yM)T.样本输入向量各分量间的

乘积项形成了HONN输入层的高阶扩展项,保证

网络具有较强的非线性映射能力.完全连接的k-
阶网络对应于每个输出向量分量所需的权值数为

N =∑
k

i=0

P+i-1
i

æ

è
ç

ö

ø
÷,故连接输入向量和第m(m

=1,2,…,M)个输出神经元的权值向量可以表

示为Wm = (wm,1 wm,2 … wm,N)T.完全连接

的3-阶网络结构如图1所示.BP算法是HONN
常用的训练方法,具体实现方式可参见文献[15].

图1 完全连接的3-阶网络

Fig.1 Fullyconnected3-orderneuralnetwork

1.2 灰色关联分析

灰色关联分析是一种 多 因 素 统 计 分 析 方

法[16],它弥补了采用数理统计方法作系统分析

时,需要数据量大并且服从典型分布规律的困难,

具有简单、直观和计算量小的优点.灰色关联分析

是以各因素的样本数据为依据用灰色关联度来判

别各因素对结果的影响权重.灰色关联度是指不

同研究对象之间的关联程度,也是进行关联分析

的主要量化指标.如果样本数据序列反映出两因

素变化的趋势基本一致,则它们之间的关联度较

大;反之,关联度较小.根据计算公式选取的不同

关联度可分为绝对关联度、相对关联度、T型关联

度、一致关联度等.这里仅简单介绍本文所用的绝

对关联度的计算公式.
设X0为系统特征序列,X1、X2、…、XL 为相关

因素序列,且Xi = (xi(1) xi(2) … xi(n))

∈Rn(i=0,1,2,…,L).
首先,对原始数据序列X0,X1,…,XL 进行量

纲一化处理,处理后的序列记为X

0,X

1,…,X


L.例

如 形 成 各 序 列 的 初 值 像 X

i = ( xi(1)

xi(1)
 

xi(2)
xi(1)

 … xi(n)
xi(1))(i=0,1,2,…,L).

其次,计算序列X

i对序列X


0的第k(k=1,2,

…,n)个分量关联系数

 γ(x0(k),xi(k))= {min
i
min

k
{|x0(k)-xi(k)|}+

ξmaxi max
k
{|x0(k)-xi(k)|}}/

{|x0(k)-xi(k)|+

ξmaxi max
k
{|x0(k)-

xi(k)|}} (1)

其中ξ∈ [0,1]称为分辨系数,一般取ξ=0.5.
最后,计算相关因素序列Xi 对系统特征序列

X0 的灰色关联度γ0,i = 1
n∑

n

k=1
γ(x0(k),xi(k))

(i=1,2,…,L).
由上述关联度计算公式可知,γ0,i ∈ [0,1],

其值越大说明相关因素序列Xi 对系统特征序列

X0 的关联程度越大,两个序列反映的因素变化趋

势越一致.

2 基于灰色关联分析的剪枝算法

2.1 网络纵(横)向灰色关联度

在文献[13、14]中提出的用于BP网络优化

的灰色关联分析方法基础上,本文给出 HONN
纵(横)向灰色关联度的定义和意义.

设给定J个样本输入向量{ξj}Jj=1,其中ξj =
(ξj
1 ξj

2 … ξj
P)T.为了简洁将HONN输入向量

记为
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ξj = (ξj
1 ξj

2 … ξj
N)=

(-1 ξj
1 ξj

2 … ξj
P ξj

1ξj
2 … 

ξj
P-2ξj

P-1ξj
P)

式中:ξj
1 是与阈值相对应的输入;ξj

i(2≤i≤P+

1)是样本输入向量的分量值;ξj
i(P+2≤i≤N)

是样本输入向量的高阶扩展项.网络实际输出向

量为Yj∈RM,Yj = (yj
1 yj

2 … yj
M)T,与输出

神经元m 相连接的输入节点集为τm = {m1,m2,
…,mK}⊆ {1,2,…,N},相应的连接权值向量记

为Wm =(wm,m1 wm,m2 … wm,mK
)T.全连接的

HONN结构可参看1.1.令Po,m = {y1m,y2m,…,

yJ
m}(1≤m≤M)表示输出神经元m 对应各输入

样 本 的 输 出 值 序 列,Pi,m,mn = {wm,mnξ
1
mn
,

wm,mnξ
2
mn
,…,wm,mnξ

J
mn
}表示输出神经元m 与输

入节点mn 相连的对应各输入样本的输入值序列,
其中mn ∈τm.
2.1.1 网络纵向灰色关联度 以输出神经元m
的输出值序列Po,m 为特征序列,输出神经元m 的

各输入值序列 Pi,m,m1,Pi,m,m2,…,Pi,m,mK
为相关

因素序列,计算的灰色关联度称为输出神经元m
对应各输入值序列的网络纵向灰色关联度,记为

γv,m,mn
(mn∈τm).令γmin

v,m =min{γv,m,mn|mn∈τm}

表示输出神经元m 的网络最小纵向灰色关联度.
网络纵向灰色关联度主要考察神经元的各输入值

序列对其输出值序列的影响大小,关联度值越小,
相应的输入值序列对输出值序列贡献越小.
2.1.2 网络横向灰色关联度 以输出神经元m
的第mn 个输入值序列Pi,m,mn

为特征序列,输出神

经元m的其他输入值序列Pi,mj
(mj∈τm,且mj≠

m,mn)为相关因素序列,计算灰色关联度称为输

出神经元m 的第mn 个输入值序列对应其他输入

值序列的网络横向灰色关联度,记为γh,mn,mj
(mj

∈τm 且mj≠mn).令γmax
h,mn =max{γh,mn,mj|mj∈

τm,且mj≠mn}表示输出神经元m 的第mn 个输

入值序列的网络最大横向灰色关联度.网络横向

灰色关联度主要考察对应同一神经元的输入值序

列彼此之间的关联程度,关联度值越大,两个输入

值序列的相关性越大.
2.2 基于灰色关联分析的剪枝算法

利用网络纵(横)向灰色关联分析构造剪枝算

法优化HONN结构.首先对全连接的 HONN开

始训练(常用的训练前馈神经网络的学习算法均

可采用,如BP算法),当满足下述的训练暂停准

则时,训练过程暂停,剪枝过程开始.利用网络纵

(横)向灰色关联度来确定网络的冗余连接和并枝

连接,进行剪枝、并枝操作,然后继续训练过程.这
样通过训练过程和剪枝过程的交替进行,动态地

调整网络结构,最终获得合理的网络拓扑结构.
首先,给出算法终止准则.
训练终止准则:迭代次数达到指定最大迭代

次数N 或误差函数值小于指定标准ε.
训练暂停准则:训练终止准则不满足,但本次

迭代次 数 达 到 N1 < N,或 权 值 改 变 量 满 足

‖Δw‖ <ε1 或误差函数梯度 ‖ wE‖ <ε2,其
中N1、ε1、ε2 是给定正常数.

关于训练暂停准则,本文指出,BP算法和其

他常用训练方法通常都能保证 ‖ wE‖ →0,见

文献[17、18].
接下来,给出基于灰色关联分析的新剪枝算

法具体步骤(见图2):

图2 基于灰色关联分析的剪枝算法流程图

Fig.2 Flowchartofpruningalgorithmbasedon

greyincidenceanalysis
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步骤1 确定初始网络结构、训练算法及相

关参数.
步骤2 训练过程开始,直到训练终止准则

满足并转到步骤7,或者训练暂停准则满足,转到

步骤3.
步骤3 训练过程暂停,剪枝过程开始.利用

各输出神经元的网络最小纵向灰色关联度确定其

剪枝连接,即求出每个输出神经元的网络最小纵

向灰色关联度γmin
v,1,γmin

v,2,…,γmin
v,M,若γmin

v,m <γmin

(1≤m≤M),其中γmin 是给定界值,则取其对

应连接为输出神经元m 的剪枝连接,转到步骤4.
若γmin

v,m(1≤m≤M)均大于给定界值γmin,则转到

步骤2,继续训练.
步骤4 利用网络横向灰色关联分析方法为

每个剪枝连接选定相应的并枝连接.具体地说,

不妨假设上一步中输出神经元m 取定与输入节

点mn 的连接为剪枝连接,则计算输入值序列

Pi,m,mn
的网络最大横向灰色关联度γmax

h,mn
,取其对

应连接为并枝连接.
步骤5 删除剪枝连接,利用最小二乘法,修

改并枝连接的权值,具体权值调整公式参见式

(2).
步骤6 剪枝过程暂停,转到步骤2,继续训

练过程.
步骤7 网络结构确定,训练过程结束.
步骤4中的给定界值γmin∈(0,1),当某个输

出神经元的网络最小纵向关联度小于这个值时,

则认为其相应的输入值序列与输出值序列相关性

很小,对应连接可以剪除.
下面给出利用最小二乘法调整并枝连接权值

的公式.假设步骤3选定输出神经元m 与输入节

点i的连接为剪枝连接,其连接权值为wm,i,相应

的输入值序列为Pi,m,mi = {wm,iξi
1,wm,iξi

2,…,

wm,iξi
J};步骤4选定输出神经元m与输入节点k

的连接为并枝连接,其连接权值为wm,k,相应输入

值 序 列 为 Pi,m,mk = {wm,kξk
1,wm,kξk

2,…,

wm,kξk
J},则新的并枝连接权值wnew

m,k 为

wnew
m,k =wm,k+wm,i

∑
J

j=1

(ξj
kξj

i)

∑
J

j=1

(ξj
k)2

(2)

3 仿真实验

为了验证本文所提出算法的合理性和有效

性,将算法用于 HONN结构优化,并分别针对分

类问题和逼近问题做对比实验.实验中训练过程

应用BP算法,并将加入剪枝过程后的BP算法记

为PBP算法.实验中初始权值均在[-0.5,0.5]

内选取,分辨系数取为ξ=0.5.
例1 分类问题

“与、或”函数学习问题:

f= (a∨b)∧ (c∨d∨e)
式中:∧、∨ 分别表示逻辑“与”运算和逻辑“或”

运算.本例为五输入一输出函数,共有32个输入

模式.随机选取其中的24个样本为训练样本,余
下8个样本作为测试样本,分别利用BP算法和

PBP算法训练.输出函数取为g(x)=tanhx,学
习率取为0.05,最大训练次数为5000,ε=0.01,

ε1 =ε2 =0.05.γmin 对2、3、4阶网络分别取为

0.70、0.70、0.75.表1给出了BP算法与PBP算

法的运行结果,表2给出了训练样本集和测试样

本集的识别率.可以看到随着阶数的增加,网络所

需权值数量快速增加,BP算法受影响程度较大,

运行时间较长,泛化能力降低;而PBP算法受阶

数影响较弱,运行时间较短,泛化能力平稳.

表1 分类问题结果对比

Tab.1 Comparisonresultsfortheclassificationproblem

网络阶数 网络结构
测试样本误差 训练样本误差 训练时间/s

PBP BP PBP BP PBP BP

2 21-1 1.3957 0.8043 0.0162 0.0100 2.7960 3.1250

3 56-1 1.6060 2.6036 0.0100 0.0100 1.9370 2.2660

4 126-1 1.8648 5.7796 0.0092 2.0013 7.8590 18.9220
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表2 分类问题识别率

Tab.2 Recognitionratefortheclassificationproblem

网络阶数
测试样本集 训练样本集

PBP BP PBP BP

2 100 100 100 100

3 100 100 100 87.25

4 100 95.83 100 75.00

例2 函数逼近问题

分别利 用 BP算 法 和 PBP算 法 逼 近 二 维

Gabor函数[19]

h(x,y)= 1
2π(0.5)2

·e-(x2+y2)/(2(0.5)2)×

cos(2π(x+y))

在x∈[-1,1],y∈[-1,1]内均匀选取72个样

本点.随机选取其中36个为训练样本,剩余的36
个为测试样本.输出函数为g(x)=x,学习率取

为0.05,最大训练次数为10000,ε=0.05.对2、

3、4阶γmin 分别为0.83、0.88、0.90,ε1 =ε2 =

0.10,表3给出了BP算法和PBP算法的运行结

果.可以看出PBP算法受网络阶数增加影响较

小,运行时间短,泛化能力优于BP算法.

表3 函数逼近问题结果对比

Tab.3 Comparisonresultsforthefunctionapproximationproblem

网络阶数 网络结构
测试样本误差 训练样本误差 训练时间/s

PBP BP PBP BP PBP BP

2 6-1 0.6421 0.6513 0.6418 0.6517 1.5625 1.6192

3 10-1 0.6424 0.6636 0.6422 0.6736 1.6255 1.8782

4 15-1 0.6429 0.6962 0.6426 0.7219 2.0270 2.3491

4 结 语

本文利用灰色关联分析方法,分析了一类高

阶神经网络纵向信息和横向信息的传输特点,并

在此基础上设计了一种用于确定高阶前馈网络拓

扑结构的剪枝算法.通过实例验证了算法可以使

高阶网络获得较优的拓扑结构和较好的泛化能

力.本文提出的剪枝算法是否适用于其他类别的

网络还需要进一步的研究.
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Pruningalgorithmtraininghigh-orderneuralnetwork
basedongreyincidenceanalysis

XIONG Yan*1,2, WU Wei1, ZHANG Chao1, KANG Xi-dai1

(1.SchoolofMathematicalSciences,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China;

2.SchoolofScience,UniversityofScienceandTechnologyLiaoning,Anshan114051,China)

Abstract:Acomprehensiveanalysisofthecharacteristicsofthenetworklateralandverticalgrey
incidenceanalysesisgiven,andthenanewpruningalgorithmbasedongreyincidenceanalysisfor

high-orderneuralnetworkispresented.Inthisalgorithm,greyincidenceanalysisisusedtocompare

thecorrelationdegreeofeachoutputsequenceofthenetworkunits.Theprunedconnectionsandthe

incorporatedconnectionsaredeterminedbythenetworkverticalandlateralgreyincidenceanalyses,

respectively.Thetopologicalstructureofthenetworkisadjusteddynamically.Aftertraining,the

prunednetwork hastheoptimum topologicalstructureand obtainsgood generalization.The

simulationresultsshowtherationalityandeffectivenessoftheproposedapproach.

Keywords:greyincidenceanalysis;high-orderneuralnetwork;degreeofgreyincidence;pruning
algorithm;least-squaremethod
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