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线性非齐次常微分方程两端边值问题精细积分法
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摘要:采用齐次方程的精细积分法与非齐次项的精细积分法联合求解线性非齐次常微分方

程两端边值问题.分别使用矩阵指数方法与区段混合能方法(Riccati方法)将两端边值问题

转化为初值问题,通过精细积分递推格式求解一般的初值问题,避免对系统矩阵求逆,非齐次

项的计算精度达到了齐次通解精细积分计算的精度,且计算量小.算例结果证明了此方法的

有效性.
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0 引 言

常微分方程的两端边值问题(TPBVP)是工

程科学计算中经常遇到的问题.经典的求解方法

包括“打靶法”、有限差分方法和有限元等传统方

法[1].这些方法在计算精度与稳定性方面往往并

不令人满意,尤其对刚性系统.文献[2]中提出线

性定常结构的精细积分方法,以其高精度和无条

件稳定等优点得到广泛应用.文献[3]进一步采用

区段混合能方法将精细积分方法扩展到两端边值

问题,在最优及鲁棒控制系统设计与仿真中得到

了广泛应用[4].Gu等[5]在精细积分方法的基础

上,采用增维的方法将非齐次项纳入系统矩阵,一
并精细积分求解.Chen等[6]基于增维精细积分方

法将线性常微分方程由初值问题扩展到了两端边

值问题,具体采用矩阵指数与Riccati方程方法实

现任意非齐次项的处理.增维精细积分方法避免

了对非齐次项的数值计算,但增加了系统矩阵的

维数.另一种对非齐次项处理的方法则采用差分

类数值积分方法,例如梯形公式近似[7]、高斯积

分[8]等.这样处理会导致非齐次项的计算精度比

齐次通解要低,为了提高非齐次项的计算精度采

用更高阶近似方法则又增加了计算量.文献[9、
10]采用多项式、弦函数、指数函数以及它们的组

合等形式近似非齐次项,推导了相应的精细积分

递推格式.这种方法需要对系统/动力矩阵求逆,会
增加计算量,并且若逆矩阵不存在精细积分的应用

会受到限制[11].谭述君等[11]给出动力方程非齐次

项的精细积分法,避免了系统/动力矩阵求逆.本文

将此方法扩展到线性非齐次方程两端边值问题.

1 从初值问题到两端边值问题

首先考虑如下初值问题:
v ·=Hv+r(t);v(0)=v0 (1)

式中:H 是2n×2n维定常系统矩阵,r(t)是任意

变化的非齐次项,v0 为给定初始条件.
微分方程式(1)是关于2n维状态向量v的一阶

线性非齐次常微分方程,若非齐次项r(t)=0则微

分方程式(1)退化成一阶线性齐次常微分方程.线
性指的是系统矩阵H和非齐次项r(t)与v无关,而
一阶指的是微分方程只有关于v的一阶导数.相应

的一阶线性非齐次边值问题可以描述为

v ·=Hv+r(t);q(0)=q0,q(tf)=qtf
(2)

式中:v=(qT pT)T,tf是求解区域长度,q0和qtf

是给定的两端边界条件.
因此本文所针对的问题即是式(2)所描述的

一阶线性非齐次两端边值常微分方程.而微分方

程(1)的解可以表示为

v(t)=eHtv0+∫
t

0
eH(t-τ)r(τ)dτ (3)



上式中右端第一项为方程(1)对应的齐次方程的

通解,右端第二项为方程(1)对应非齐次方程的

特解.数值计算时,将时间域离散成一系列步长为

η的等距离间隔.那么任意时刻tk =k·η(k=0,
1,2,…),通过式(3)可以得到一个时间步长内状

态向量v的递推关系:

vk+1 =Φ0(η)vk+∫
η

0
eHτr(tk+1-τ)dτ;Φ0(η)=e

Hη

(4)
对于两端边值问题直接应用式(4)会有困难,这是

因为一端的状态向量中只有n个状态已知,而另外

n个状态未知.若能利用两端边值问题的末端边界

的另外n个状态获得缺少的n 个初始状态,那么

两端边值问题就转化为初值问题,从而采用递推

公式(4)可得到任意离散时刻tk 上状态向量vk.
下面首先给出齐次项状态转移矩阵Φ0(η)与非齐

次项∫
η

0
eHτr(tk+1-τ)dτ的精细积分计算过程.

2 齐次通解Φ0(η)的精细积分

齐次方程通解Φ0(η)的精细积分可以采用矩

阵指数方法或区段混合能方法(Riccati方法)进

行计算.矩阵指数方法原理简单、易于编程实现.
而区段混合能方法很适合求解现代(最优)控制

理论中的各种问题[4].下面分别采用这两种方法

计算齐次通解的状态转移矩阵Φ0(η).
2.1 矩阵指数方法

设整个两端边值问题求解的区域为[x0,xf],
长度为L=xf-x0,将L等距离离散成一系列区

段,区段长度为η,即

η=L/2M (5)
其中M 为正整数,控制离散步长大小.在基本区

段η内采用精细积分方法,计算区段的传递矩阵

Φ0(η)

Φ0(η)=e
Hη = (eHη/2

N
)2N (6)

这样就通过普通的精细积分方法得到区段长

为η的状态转移矩阵Φ0(η).再进一步执行2N 类

算法得到整个区段的状态传递矩阵Φ(L),即

Φ(L)=eHL = (Φ0(η))2
M (7)

此时,末端状态向量可以用初始状态向量表示为

qxf

pxf
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利用方程(8)将初始状态与末端状态通过整

个区段的状态转移矩阵Φ(L)联系起来.
2.2 区段混合能方法

Zhong[3]提出用区段混合能求解非对称Riccati
微分方程的方法.通过建立状态微分方程系数矩

阵与混合能矩阵之间的联系,再求解混合能矩阵

满足的微分方程,便得到非对称Riccati微分方程

在各个时间点上的解.这一方法也可以用于求解

状态转移矩阵Φ0(η).齐次状态微分方程为

q ·

p ·
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式中:q为n 维状态向量,p为m 维状态向量,A、
D、B、C为具有相应维数的系数矩阵.采用区段混

合能方法描述,区段两端状态用混合能矩阵描述

为
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式中:qa、pa 为区段a 端状态向量,qb、pb 为区段b
端状态向量,F、G、Q、E为此区段的混合能矩阵.

区段混合能矩阵也有区段合并公式.设有区

段1:[xa,xb]与区段2:[xb,xc],如图1所示.区段

混合能矩阵分别为Q1、G1、F1、E1 与Q2、G2、F2、
E2,将两个区段合成一个整体区段3:[xa,xc],对
应的区段混合能矩阵Qc、Gc、Fc、Ec 如下式所示,
具体推导过程略去,详细过程见文献[3].

区段1:Q1、G1、F1、E1 区段:Q2、G2、F2、E2

xa xb xc

图1 区段混合能合并示意图

Fig.1 Intervalmixedenergycombinationschematic
diagram

区段1与2合并为整个区段3的区段混合能

合并公式:

Qc=Q1+E1(Im +Q2G1)-1Q2F1
Gc=G2+F2(In +G1Q2)-1G1E2
Fc=F2(In +G1Q2)-1F1
Ec=E1(Im +Q2G1)-1E2

(11)

在长为η的区段内使用2N 类算法,将长度为

η的区段等分成长度为τ=η/2N 的更小区段.在
这个非常小的区段τ内将区段混合矩阵级数展

开,根据区段混合能矩阵所满足的方程建立区段

混合能矩阵与齐次状态微分方程式(9)的系数矩

阵之间的联系[3],得到区段混合能矩阵在非常小

的区段τ内的解析表达.通过区段合并公式得到

区段长度为η的混合能矩阵Q(η)、G(η)、F(η)、
E(η).再 执 行 整 个 区 段 L 的 混 合 能 合 并 公 式
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(11),得到整个区段的混合能矩阵Q(L)、G(L)、
F(L)、E(L),由此将两端状态联系起来如式(10)
所示.表达成式(8)传递矩阵的形式

Φ11 =F(L)+G(L)E-1(L)Q(L)

Φ12 =-G(L)E-1(L)

Φ21 =-E-1(L)Q(L)

Φ22 =E-1(L)

(12)

式(12)即是区段L内状态转移矩阵Φ(L)与区段混

合能矩阵Q(L)、G(L)、F(L)、E(L)的对应关系.

3 非齐次项的精细积分

文献[11]用多项式、弦函数、指数函数以及它

们的组合近似表达非齐次项,得出非齐次初值问

题的递推格式精细积分法.另外,以上几种形式或

它们之间的组合也有区段合并公式.这里针对两

端边值问题处理非齐次项,采用2N 类算法在非

常小的区段τ内将非齐次项近似级数展开,再用

区段合并的方法得到基本区段η内的非齐次项表

达式.下面就非齐次项为多项式、三角函数、指数

函数形式给出具体推导.
若非齐次项为多项式形式,例如如下线性非

齐次项

r(x)=rk+r1·(x-xk);r1 = (rk+1-rk)/η
则式(4)中对应的非齐次项特解为

F(η)=Φ1(η)rk+1-Φ2(η)(rk+1-rk)/η
其中

Φ1(η)=∫
η

0
eHτdτ;Φ2(η)=∫

η

0
eHττdτ

由文献[11]的方法可以用精细积分计算.并且经

过分部积分运算,Φ1(η)、Φ2(η)本身又有区段合

并公式

Φ1(2η)=Φ1(η)+Φ0(η)Φ1(η);
Φ2(2η)=Φ2(η)+Φ0(η)(η Φ1(η)+Φ2(η))

(13)
基于区段合并公式(13),通过执行2N 类算法得到

整个区段L的区段矩阵Φ1(L)、Φ2(L),此过程用

程序语言表示为

for(i=0;i<M;i++)
{
Φ1 =Φ1+Φ0Φ1;

Φ2 =Φ2+Φ0(ηΦ1+Φ2);

η=η+η;
}

得到Φ1(L)、Φ2(L)后,整个区段L的非齐次项可

表达为

F(L)=Φ1(L)rxf-Φ2(L)(rxf-rx0
)/L

若非齐次项为正/余弦函数时,即
r(x)=r1sin(γx)+r2cos(γx)

则非齐次项对应的特解为

F(η)=Ec(η)ak+1+Es(η)bk+1

其中

Ec(η)=∫
η

0
cos(γτ)eHτdτ

Es(η)=∫
η

0
sin(γτ)eHτdτ

ak+1 =r1sin(γxk+1)+r2cos(γxk+1)
bk+1 =-r1cos(γxk+1)+r2sin(γxk+1)

其中Ec(η)、Es(η)同样可以用精细积分计算,类
似地通过分部积分运算有如下区段合并公式:
Es(2η)=Es(η)+Φ0(η)(cos(γη)Es(η)+

sin(γη)Ec(η))

Ec(2η)=Ec(η)+Φ0(η)(cos(γη)Ec(η)-
sin(γη)Es(η))

(14)

基于区段合并公式(14),再利用2N 类算法得到整

个区段L的Ec(L)、Es(L),用程序语言表示为

for(i=0;i<M;i++)
{
Es=Es+Φ0(cos(γη)Es+sin(γη)Ec);
Ec=Ec+Φ0(cos(γη)Ec-sin(γη)Es);
Φ0 =Φ0·Φ0;

η=η+η;
}

得到矩阵Ec(L)、Es(L)后,整个区段L的非齐次

项可表达为

F(L)=Ec(L)axf+Es(L)bxf

若非齐次项为指数函数时,即
r(x)=eαx·f

则非齐次项对应的特解为

F(η)=e
αxk+1·Ee(η)·f

其中

Ee(η)=∫
η

0
eHτe-ατdτ

经过分部积分运算有如下区段合并公式:
Ee(2η)=Ee(η)+e

-αηΦ0(η)Ee(η)
通过执行2N 类算法得到整个区段L 的Ee(L),用
程序语言表示为

for(i=0;i<M;i++)
{

Ee=Ee+e-αηΦ0Ee;
Φ0 =Φ0·Φ0;

η=η+η;
}

774 第4期 彭海军等:线性非齐次常微分方程两端边值问题精细积分法



执行完以上程序语句得到整个区段L的非齐次项

表达

F(L)=eαxf·Ee(L)·f
对多项式、正/余弦函数、指数函数之间的组合可

以推导出类似区段合并表达,这里略去.当非齐次

项就是以上函数本身或它们之间的组合时,通过

精细积分计算所得数值结果几乎就是计算机上的

精确解.当非齐次项为其他函数时可以在区段η
内通过拟合多项式、Fourier级数展开等方法表达

成以上函数形式,这时非齐次项的计算精度主要

取决于这种近似的精度.

4 线性非齐次方程两端边值问题精

细积分求解

有了以上齐次项状态转移矩阵Φ(L)与非齐

次项F(L)的精细积分过程,即可考虑线性非齐次

方程两端边值问题的精细积分法.对于两端边值问

题,两端状态向量可以通过如下方程联系在一起

qxf

pxf

æ

è

çç

ö

ø

÷÷=Φ(L)
qx0
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æ

è
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ö

ø
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其中
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ø
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利用方程式(15),若已知两端边界条件,例如qx0

和qxf
就可以求出初始端未知的状态向量px0

,即

px0 =Φ-1
12(qxf-Φ11qx0 -Fq)

这样就得到了齐全的初始条件qx0
和px0

,此
时可以完全按照初值问题求解.在区段合并的时

候可以将区段η的状态转移矩阵Φ0(η)与非齐次

项F(η)存储起来,这样可按照初值问题的精细积分

递推格式求解每个区段端点k上的状态向量值vk.

5 数值算例

算例1 考虑一个二阶常微分方程两端边值

问题,微分方程为y″(x)+14y
(x)=8,两端边界

条件为y(0)=0,y(10)=0,此算例比较简单,其
解析解为

y(x)=32(cos5-1
sin5 sinx

2-cosx
2+1)

若采用其他方法,如“打靶法”或有限差分法等方

法也可以求解,这里主要为了考察本文方法对两

端边值问题的计算精度.步长参数选取M=5,采
用本文方法计算的绝对误差精度e如图2所示.
从图2中可以看出,无论是采用矩阵指数方法

(ExpMat)还是Riccati方法计算结果的绝对误差

精度都在10-13~10-16,都具有相当高的计算精

度,几乎达到计算机上的精确解.

图2 算例1矩阵指数方法与Riccati方法计算函数值与其一阶导数的绝对误差

Fig.2 Absoluteerrorsoffunctionvalueanditsfirst-orderderivativevaluecomputedbymatrixexponent
andRiccatimethodforExample1

算例2 考虑一个刚性常微分方程两端边值

问题[6],其微分方程为

du/dx
dv/dx

æ
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÷(1+x)e-x

其 系 统 矩 阵 H 的 特 征 值 分 别 为λ1 =-1,

λ2 =-1000并且相差比较大,具有明显的刚性

特征.给定边界条件为

u(0)=1,v(1)=331669332667e
-1000-1328671332667e

-1

此时解析解为
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u*(x)=-331669332667e
-1000x +664336332667e

-x +

1331
333e

-xx+2e-xx2

v*(x)=331669332667e
-1000x -331669332667e

-x -

665
333e

-xx-e-xx2

针对这种刚性问题采用本文方法计算,步长

参数选取M=5,计算绝对误差如图3所示.从图

中可以看出,针对刚性问题,两种方法的计算精度

也都在10-10~10-16量级,Riccati方法比矩阵指

数方法计算精度略低.这是由于先计算区段混合

能矩阵再转化为状态转移矩阵的过程中需要对部

分矩阵求逆,而对于刚性问题在此求逆过程中会

产生数值误差.

图3 算例2矩阵指数方法与Riccati方法计算函数值的绝对误差

Fig.3 AbsoluteerrorsoffunctionvaluecomputedbymatrixexponentandRiccatimethodforExample2

算例3 考虑半无穷长区域区段两端边值问

题[6、12],其常微分方程和两端边界条件为

-y″(x)-2y'(x)+2y(x)=e-2x;

y(0)=1.0,y(∞)=0
此方程解析解为

y(x)= 12e
-(1+3)x +12e

-2x

对于半无穷长区域两端边值问题,只要将整个求

解区域取足够大,或者采用迭代的方法计算得到

的两次初值接近给定的控制误差,此时的区段长

度可作为整个求解无穷区段问题的等效近似区段

长度.这样半无穷区段问题仍可按照本文方法求

解.选取步长参数M=5,计算结果的绝对误差如

图4所示,可以看出两种方法计算的精度不相上

下,绝对误差的精度都在10-13~10-16量级.

图4 算例3矩阵指数方法与Riccati方法计算函数值与其一阶导数的绝对误差

Fig.4 Absoluteerrorsoffunctionvalueanditsfirst-orderderivativevaluecomputedbymatrixexponent

andRiccatimethodforExample3
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6 结 语

本文采用计算齐次通解的状态转移矩阵与非

齐次项的精细积分方法,将线性非齐次常微分方

程两端边值问题转化为初值问题求解,给出了递

推格式的精细积分求解过程.本文方法只需要对

系统矩阵进行一次精细积分运算,而不必对系统

矩阵求逆,并且由于没有对非齐次项作差分类算

法的近似处理,具有很高的计算精度.数值算例表

明该算法具有很高的可靠性与精度.
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Preciseintegrationmethodfortwo-pointboundaryvalueproblems
oflinearnonhomogeneousordinarydifferentialequations

PENG Hai-jun*, GAO Qiang

(StateKeyLaboratoryofStructuralAnalysisforIndustrialEquipment,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Thelinearnonhomogeneousordinarydifferentialequationswithtwo-pointboundaryvalue
problems(TPBVP)aresolvedbyusinghomogeneousequationspreciseintegration methodand
nonhomogeneoustermpreciseintegrationmethod.Thematrixexponentmethodandintervalmixed
energymethod(Riccatimethod)areusedtotransformthetwo-pointboundaryvalueproblemsinto
initialvalueproblems,andthenthegeneralinitialvalueproblemscanbesolvedbyusingprecise
integrationmethodofrecursiveschemes.Themethodpresentedcanavoidsolvinginversionofsystem
matrix,andwithsmallcomputationalcostthenumericalcomputationprecisionofnonhomogeneous
termcanattaintothenumericalcomputationprecisionofhomogeneousgeneralsolutionbyusing
preciseintegrationmethod.Thevalidityofthemethodpresentedisprovedbynumericalexamples.

Keywords:preciseintegration method;two-pointboundaryvalueproblems (TPBVP);matrix
exponent;intervalmixedenergy;Riccatimethod;nonhomogeneousequations
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