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摘要:非高斯非平稳随机信号处理是当前信号处理领域的研究热点,具有重要的理论意义

和实际价值.采用TVAR模型来描述非平稳随机信号,在α稳定分布噪声条件下,传统的递

推最小二乘(RLS)算法效果显著退化.采用最小p 范数(LPN)算法对TVAR模型的时变参

数进行估计,仿真实验结果表明,LPN算法不仅适用于高斯条件而且适用于非高斯α稳定分

布噪声条件,且与仅适用于高斯条件下的RLS算法相比具有更好的韧性.
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0 引 言

实际中的随机信号许多是非平稳非高斯的,长
期以来囿于理论的发展,只好将其简化为平稳高斯

随机问题,其结果当然令人不甚满意.许多随机信

号或噪声往往具有显著的尖峰脉冲特性,使得其统

计特性显著偏离高斯分布,其概率密度函数的衰减

过程比高斯分布要慢,从而造成了显著的拖尾.通
常用α稳定分布模型来描述这类具有显著尖峰脉

冲状波形和较厚概率密度函数拖尾的随机信号,α
越小拖尾越厚,脉冲性越强.由于α稳定分布信号

不存在有限的二阶和二阶以上矩,在高斯条件下

基于二阶矩理论的信号处理算法在α稳定分布条

件下性能退化[1].因此需要根据信号噪声的特点

研究出新的信号处理方法.例如在实际应用中,对
于信号中突发性的野值干扰,当采用范数为2的最

小均方误差准则时,平方的作用放大了野值的影

响,从而使对系统的自回归(AR)估计产生严重影

响.如果选用较小的范数,则会对较大误差有一定

的抑制作用,从而使估计结果的稳健性更好.
本文主要结合非平稳信号的TVAR模型描

述以及α稳定分布条件下信号处理的最小p 范数

(LPN)方法,给出一种估计非平稳信号TVAR模

型时变参数的最小p范数方法.

1 非平稳随机信号的时变AR模型

时变参数模型法是近年来应用于非平稳随机

信号分析与处理的一种新方法.这种方法通常用

具有时变参数的 AR 模型和自回归滑动平均

(ARMA)模型来表征非平稳随机信号,将时变参

数假设为一组基时间函数的线性组合.由于任何

MA和ARMA模型都可以用无穷阶的AR模型

来表示,并且AR模型计算比较简单,信号处理中

常用AR模型来表征信号.时变参数模型法的优

点在于将一个线性非平稳问题转化为一个线性时

不变问题,而且与假设在一段时间间隔上信号是

平稳的参数估计方法相比,时变参数模型法可以

进一步提高参数估计的精确度[2].
设零均值、N 阶时变参数自回归(TVAR)模

型[3、4]为

xn =∑
N

i=1
ai(n)xn-i+en (1)

式中:en 为平稳白噪声过程,假设时变参数{ai(n),

i=1,…,N}是一组基时间函数的线性组合,

ai(n)=∑
m

j=0
aijgj(n) (2)

式中{gj(n),j=0,…,m}是一组基时间函数,m
称为基的程度.



由以上可以看出:N 个时变参数被一组定常参

数{aij}所代替,这种方法也可以称为坐标方法.当
参数被看成是以{gj(n),j=0,…,m}为基的一个

时间函数时,它是由xn 的轨迹坐标构成的.这样

就将一个标量过程替换成向量过程,从而把一个

线性非平稳问题转化为一个线性时不变问题.

2 TVAR模型的最小p范数估计

2.1 ARSαS过程

通常认为AR、MA、ARMA过程的激励en 是

独立同分布(i.i.d.)的高斯过程,这种假设在许

多情况下是合理的.但是,在某些场合,高斯激励

的线性模型就不再适用,比如水文数据、气象数据

以及具有很大的瞬时尖峰脉冲的数据,包括股票

市场价格、电话信号和一些生物医学信号等.这类

尖峰脉冲信号的分布比高斯分布有更厚的拖尾,
而且具有无限方差.这时,原有的基于二阶统计量

的分析方法不再适用,需要新的不受有限方差限

制的参数模型方法[5].
最常用的具有无穷方差的线性模型是自回归

(AR)SαS 过程,一个ARSαS 过程xn 可表示为

xn =a1xn-1+…+aNxn-N +en (3)
这里en 是一个特征指数为α,分散系数为γ 的

i.i.d.的SαS 分布过程.
2.2 TVAR模型时变参数的最小p范数估计方法

对于稳定过程的线性估计问题,由于没有有

限方差,最小均方误差(MMSE)准则不再适用,
但是 MMSE准则的概念可以推广到稳定分布过

程.特别地,最小分散系数(MD)准则可以用于讨

论稳定过程的线性理论.在 MD准则下,一个SαS
随机变量在观测线性空间的最佳估计是使估计误

差的分散系数最小.一个稳定随机变量的分散系

数具有和方差同样的地位和作用.分散系数越大,
远离中值的稳定随机变量的样本越多.因此,通过

分散系数的最小化,可以使估计误差的平均幅度

达到最小[6].
设一个非平稳ARSαS过程为

xn =∑
N

i=1
ai(n)xn-i+en (4)

式中:en 为特征指数为α、分散系数为γ的i.i.d.的

SαS 分布过程.令

aT = (a1(n) a2(n) … aN(n))=
(a10 … a1m … aN0 … aNm)

 yTN(n-1)= (x(n-1)g0(n) … 
x(n-1)gm(n) …

x(n-N)g0(n) … 
x(n-N)gm(n))

则式(4)可以写成如下形式:

xn =aTyN(n-1)+en (5)
要估计TVAR模型的时变参数,目标就是使

式(6)最小化:

J=∑
n

|s(n)-aTyN(n)|p (6)

其中s(n)是期望信号.对式(6)相对于系数矢量a
的每个元素求偏导,并令其为0,得到

 ∂J
∂ai(n)=-∑

n

[p|s(n)-aTyN(n)|p-1×

x(n-i+1)sgn(s(n)-
aTyN(n))]=0;i=1,…,N (7)

定义残留矢量为r,其中第n个元素

rn =s(n)-aTyN(n);n=1,…,N
这样,式(7)可简化为

∂J
∂ai(n)=-∑

N

n=1
p|rn|p-1x(n-i+1)sgn(rn)=0;

i=1,…,N (8)
由于sgn(rn)=rn/|rn|,式(8)等价于

∂J
∂ai(n)=-∑

N

n=1
prn|rn|p-2x(n-i+1)=0;

i=1,…,N (9)
式(9)等号两边同除以p,可以消去p.同时定义

一个加权对角阵

W =diag{|r|p-2}
用矩阵形式来表达式(9),有

aJ =χTW(χa-s)=0 (10)
这里

χ=

(x1g0(2) … x1gm(2)) 0 … 0
(x2g0(3) … x2gm(3)) (x1g0(2) … x1gm(2)) … 0

︙ ︙ ︙
(xNg0(N+1) … xNgm(N+1))(xN-1g0(N) … xN-1gm(N))… (x1g0(2) … x1gm(2))

︙ ︙ ︙
(xLg0(L+1) … xLgm(L+1)) (xL-1g0(L) … xL-1gm(L)) … (xL-N+1g0(L-N+2) … xL-N+1gm(L-N+2))
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求解式(10)得

a= (χTWχ)-1χTWs (11)

该式是加权最小二乘问题.然而,这里a是W
的函数,而W 又是a 的残留函数.因此,这个公式

没有解析解,其迭代解法如下:

①a(0)= (χTχ)-1χTs;

②r(k)n = (s-χa(k))n;

③W (k)
nn =p|r(k)n |p-2;

④a(k+1)= (χTW(k)χ)-1χTW(k)s;

⑤ 如 果 | ‖r(k+1)‖(p) - ‖r(k)‖(p)|/

‖r(k)‖(p)<ε,则停止;否则,回到第 ② 步.
这里,a(k)是TVAR模型第k步迭代的参数

矢量,‖·‖(p)表示lp 范数.

3 仿真实验

为了研究上述算法的性能,对一 TVAR(2)

模型的时变参数进行了估计,并对用本文中最小

p范数(LPN)方法得到的估计结果与用传统递推

最小二乘[7](RLS)法得到的估计结果进行了比较.
常用的基时间函数有很多种,本文采用傅里

叶基时间函数,形式如下:

gj(k)=cosωkj(j为偶数);

gj(k)=sinωkj(j为奇数)

其中j=0,1,…,m,m越大,模型描述非平稳信号

特性越准确,但运算量也随之显著增加,综合考虑

这两点因素,本实验中基的程度取m =2.
实验中要讨论的二阶时变AR过程如图1所

示,可以用式(12)表示:

xn =a1(n)xn-1+a2(n)xn-2+en (12)

其中a1(n)=0.1+0.5sinωk +0.7cos2ωk,

a2(n)=-0.3-0.7sinωk-0.2cos2ωk,当en 是

i.i.d.高斯时间序列时信号xn 如图1所示,当en

是i.i.d.SαS 时间序列时xn 如图2所示.
从图中可以看出,图2所示的SαS 过程不同

于图1所示的高斯随机过程,信号中存在较大的

尖峰脉冲.对图2所示信号的α参数进行估计,得
到α=1.03.

分别用最小p 范数(LPN)方法与递推最小

二乘(RLS)法对图1和2所示信号进行 TVAR
模型参数估计,在高斯条件下即对图1所示信号

估计得到的结果如图3和4所示,在α稳定分布

     

图1 二阶TVAR高斯过程

Fig.1 Second-orderGaussianprocesswithTVARmodel

图2 二阶 TVARSαS过程

Fig.2 Second-orderSαSprocesswithTVARmodel

图3 高斯噪声条件下LPN估计结果

Fig.3 EstimationusingLPNalgorithmunder

Gaussiannoiseconditions

图4 高斯噪声条件下RLS估计结果

Fig.4 EstimationusingRLSalgorithmunder

Gaussiannoiseconditions
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条件下即对图2所示信号估计得到的结果如图5
和6所示.从图中可以看出,在高斯条件下,两种

方法都可以得到比较准确的估计结果.在α稳定

分布情况下,本文的LPN方法可以得到比较准确

的TVAR模型的时变参数;而RLS方法得到的

估计结果存在较大误差,基本不能给出模型参数

随时间的变化情况.两种方法在两种条件下的误

差情况如表1和2所示,其中误差均值和误差功

率计算公式如式(13)、(14).实验结果说明,在高

斯条件下适用的RLS算法在α稳定分布条件下

性能退化;而LPN算法既适用于高斯条件又适用

于α稳定分布条件,比RLS算法具有更广泛的适

用性.

Mε = 1N∑
N

i=1
εi (13)

Pε = 1N∑
N

i=1
ε2i (14)

其中εi(i=1,2,…,N)为各时刻的估计误差.

图5 α稳定分布噪声条件下LPN估计结果

Fig.5 EstimationusingLPNalgorithmunder

α-stabledistributionnoiseconditions

图6 α稳定分布噪声条件下RLS估计结果

Fig.6 EstimationusingRLSalgorithmunder

α-stabledistributionnoiseconditions

表1 高斯噪声条件下LPN方法与

RLS方法结果误差比较

Tab.1 ErrorcomparisonofLPNalgorithm

andRLSalgorithmunderGaussian

noiseconditions

估计

方法

a1 a2

误差均值 误差功率 误差均值 误差功率

LPN 0.0760 0.0060 0.0449 6.1558×10-4

RLS 0.0417 3.2586×10-4 0.0095 5.8930×10-5

表2 α稳定分布噪声条件下LPN方法与

RLS方法结果误差比较

Tab.2 ErrorcomparisonofLPNalgorithmand

RLSalgorithmunderα-stabledistribution
noiseconditions

估计

方法

a1 a2

误差均值 误差功率 误差均值 误差功率

LPN 0.0071 8.4390×10-5 0.0098 2.0225×10-4

RLS 0.4032 0.2141 0.6004 0.4918

4 结 语

非高斯与非平稳信号处理是当前信号处理的

研究热点,实际中很多信号都具有非高斯和非平

稳特性,所以将这两个问题结合起来研究具有很

重要的理论意义和实际价值.本文给出了一种用

最小p范数法对非平稳信号TVAR模型时变参

数进行估计的方法,这种方法既适用于高斯条件

下非平稳信号TVAR模型的参数估计,又适用于

非高斯α稳定分布条件下非平稳信号的参数估

计,改善了传统的RLS方法仅适用于高斯条件的

情况,较RLS方法具有更好的韧性.
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Parameterestimationoftime-varyingautoregressivemodel

underα-stabledistributednoiseconditions
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Abstract:Non-Gaussianandnon-stationaryrandomsignalprocessingisaninterestingandimportant

topicinthefieldofsignalprocessing,andithasimportantacademicsignificanceandpracticalvalue.

Sincetheconventionalalgorithmsbasedontherecursiveleastsquare(RLS)algorithmdegenerate

severelyundertheα-stabledistribution noiseconditions,anautoregressive (AR)modelwith

time-varyingcoefficientsisusedtotrackthenon-stationarycharacteristicsofthesignal,andits

coefficientsareestimatedwiththeleastp-normalgorithm(LPN).Theexperimentalresultsshowthat

theLPNalgorithmisapplicablenotonlyunderGaussnoisebutalsoundertheconditionsofα-stable

distributionnoise.Furthermore,theLPN algorithm hasbetterflexibilitycompared with RLS

algorithmwhichisapplicableonlyunderGaussnoise.

Keywords:α-stabledistribution;leastp-norm;TVARmodel;parameterestimation
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