
75-81

第50卷第5期

2010年9月

大 连 理 工 大 学 学 报

JournalofDalianUniversityofTechnology
Vol.50, No.5

Sept.2010

文章编号:1000-8608(2010)05-0699-07

最大当量排队长度模型及其时空特性

姚 荣 涵*1, 王 殿 海2

(1.大连理工大学 交通运输学院,辽宁 大连 116024;

2.浙江大学 建筑工程学院,浙江 杭州 310058)

摘要:为描述最大排队长度的时空特性,基于单车道路段当量排队长度模型,推导出最大当量

排队长度模型.运用数理统计方法分析最大当量排队长度的交通流特性、时间特性与空间特

性.使用偏微分方法求解各个影响因素对最大当量排队长度的灵敏度.结果显示:最大当量排

队长度对路段长度最为敏感,其次为滞留车辆数,对到达车流量、周期时长或绿信比的敏感程度

均取决于另外两个变量.研究表明在交通控制系统中应优先协调短连线以避免交通多米诺效应;

考虑不同因素对最大当量排队长度的影响特性,可以为优化或调整信号控制方案提供理论依据.
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0 引 言

交通运输系统中存在很多排队现象,最大排

队长度是车辆排队过程中的一个临界值[1].针对

最大排队长度的研究并不多见.国外,有学者提出

最大排队长度的解析表达式[2];探讨无信号交叉

口排队长度的分布[3];还有学者针对无信号交叉

口提出一种估计最大排队长度的宏观动态模

型[4].国内,一些学者根据准冲击波方法或交通波

理论计算信号交叉口红灯末或高速道路交通事故

发生后车辆的最大排队长度[5~7].这些研究成果

主要是求解了最大排队长度的数学期望.
在信号交叉口,红灯期间车辆形成排队,红灯

末排队长度达到最大值,此刻是单个路段排队现

象最为严重的时刻,同时也是车辆排队可能在路

网中引起连锁反应的关键时刻.揭示这一最大排

队长度的时空特性对探讨交通多米诺效应有重要

意义.本文基于单车道路段当量排队长度模型建

立最大当量排队长度(即红灯末当量排队长度)模
型,并据此分析最大当量排队长度的时空特性.

1 模型建立

根据二流理论[8],单车道路段当量排队长度

模型为[9]

Ld(t)= (N0+Nu(t)-Nd(t)-kmL)/(kj-km)
(1)

式中:Ld(t)为时刻t上、下游断面间的当量排队

长度;N0为初始时刻t=0上、下游断面间的车辆

数;Nu(t)和Nd(t)为时刻t累计通过上、下游断

面的车辆数;L 为上、下游断面间的距离;km 和kj
为上、下游断面间交通流的最佳密度和阻塞密度.

假设时刻t对应于第j个采样周期末,则时刻

t累计通过上、下游断面的车辆数为

Nu(j)=Nu(j-1)+Qu(j) (2)

Nd(j)=Nd(j-1)+Qd(j) (3)

式中:Nu(j)和Nu(j-1)为第j和j-1个采样周

期末累计通过上游断面的车辆数;Qu(j)和Qd(j)
为第j个采样周期内通过上、下游断面的车辆数;

Nd(j)和Nd(j-1)为第j和j-1个采样周期末

累计通过下游断面的车辆数.
式(2)和(3)中j=1,2,3,…;当j=1时,

Nu(0)=0,Nd(0)=0,即上、下游断面初始累计

车辆数均为0.
将式(2)、(3)代入式(1),则



Ld(j)=ΔN
(j-1)+qu(j)T-qd(j)T-kmL

kj-km
(4)

式中

N0+Nu(j-1)-Nd(j-1)=ΔN(j-1),

Qu(j)=qu(j)×T,Qd(j)=qd(j)×T
ΔN(j-1)为第j-1个采样周期末上、下游断面

间的车辆数;qu(j)和qd(j)为第j个采样周期内

通过上、下游断面的车流量;T 为采样间隔.
在信号交叉口绿灯期间车辆处于释放过程

中,从绿灯开始到绿灯结束,排队长度随着时间推

移不断变短;红灯期间车辆在交叉口停车线前依

次排队,从红灯开始到红灯结束,排队长度随着时

间推移不断变长.在信号控制系统中,往往需要控

制最大排队长度,因此预测最大当量排队长度也

具有重要意义.下面来建立最大当量排队长度模

型.
红灯开始时,到达停车线的车辆必须停车,此

后来车必须依次排队.因而,红灯期间通过下游段

面的车辆数为0,即qd(j)=0,则式(4)简化为

Lr
d(j)= (ΔNi(j)+qu(j)·r-kmL)/(kj-km)

(5)
式中:Lr

d(j)为第j个红灯末的当量排队长度,即
最大当量排队长度;ΔNi(j)为第j个红灯初的滞

留车辆数;qu(j)为第j个红灯期间即采样周期内

上游到达的车流量;r为红灯时长.
根据信号配时理论可知[1]

r=C(1-u) (6)
式中:C为周期时长;u为绿信比.

假定红灯期间上游到达车流量为q,简写

ΔNi(j)为N,将式(6)代入式(5)得

Lr
d = (N+qC(1-u)-kmL)/(kj-km)(7)

式中:Lr
d 为最大当量排队长度;N 为红灯初滞留

车辆数;q为红灯期间到达车流量.

2 时空特性

2.1 交通流特性

当N、C、u、L一定,最大当量排队长度与到达

车流量的函数关系为

Lr
d = N-kmL

kj-km +C(1-u)
kj-km q (8)

从式(8)来看,当N、C、u、L一定,Lr
d与q呈线

性关系,见图1.直线斜率由周期时长和绿信比决

定,截距由滞留车辆数和路段长度决定.周期越

长,绿信比越小,斜率越大;滞留车辆数越多,路段

越短,截距越大.

(a)C=80s,u=0.5,L=100m

(b)N=4veh,u=0.5,L=100m

(c)C=80s,N=4veh,L=100m

(d)C=80s,u=0.5,N=4veh

图1 最大当量排队长度与红灯期间到达车流量

Fig.1 Maximumequivalentqueuelengthand

vehicularvolumeduringredlight

由图1(a)可见,当C、u、L一定,不同N 形成

的Lr
d-q 曲线族为一系列平行直线,直线斜率相

同,滞留车辆数越多,截距越大;无论q取何值,同
一q对应的相同ΔN 均引起相同的ΔLr

d,反之亦

然;这说明此时Lr
d 对q和N 均不敏感.由图1(b)

可见,当N、u、L一定,不同C形成的Lr
d-q曲线族

为一系列不平行直线,直线截距相同,周期越长,
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斜率越大,随着q增大,直线族由收敛变得发散;
周期越长,同一Δq引起的ΔLr

d 越大,这说明最大

当量排队长度对周期较敏感;到达车流量越大,同
一ΔC引起的ΔLr

d 越大,这说明最大当量排队长

度在流量低时对周期不敏感,在流量高时敏感,流
量越大,越敏感.由图1(c)可见,当C、N、L一定,
不同u形成的Lr

d-q曲线族为一系列不平行直线,
直线截距相同,绿信比越大,斜率越小,随着q增

大,直线族由收敛变得发散;绿信比越小,同一Δq
引起的ΔLr

d 越大,这说明最大当量排队长度对绿

信比较敏感;到达车流量越大,同一Δu 引起的

ΔLr
d 越大,这说明最大当量排队长度在流量低时

对绿信比不敏感,在流量高时敏感,流量越大,越
敏感.由图1(d)可见,当C、u、N一定,不同L形成

的Lr
d-q 曲线族为一系列平行直线,直线斜率相

同,路段越长,截距越小;无论q取何值,同一q对

应的相同ΔL均引起相同的ΔLr
d,反之亦然;这说

明此时Lr
d 对q和L 均不敏感.

当q、C、u、L一定,最大当量排队长度与滞留

车辆数的函数关系为

Lr
d =qC(1-u)-kmL

kj-km + 1
kj-km

N (9)

从式(9)来看,当q、C、u、L一定,Lr
d与N呈线

性关系,见图2.直线斜率是常数,截距由到达车

流量、周期时长、绿信比和路段长度决定.到达车

流量越大,周期越长,绿信比越小,路段越短,截距

越大.
由图2(a)可见,当C、u、L 一定,不同q形成

的Lr
d-N 曲线族为一系列平行直线,直线斜率相

同,到达车流量越大,截距越大;无论 N 取何值,
同一N对应的相同Δq均引起相同的ΔLr

d,反之亦

然;这说明此时Lr
d 对N 和q均不敏感.由图2(b)

可见,当q、u、L一定,不同C形成的Lr
d-N 曲线族

为一系列平行直线,直线斜率相同,周期越长,截
距越大;无论N取何值,同一N对应的相同ΔC均

引起相同的ΔLr
d,反之亦然;这说明此时Lr

d 对 N
和C 均不敏感.由图2(c)可见,当q、C、L一定,不
同u形成的Lr

d-N 曲线族为一系列平行直线,直线

斜率相同,绿信比越大,截距越小;无论 N 取何

值,同一N 对应的相同Δu均引起相同的ΔLr
d,反

之亦然;这说明此时Lr
d 对N 和u 均不敏感.由图

2(d)可见,当q、C、u一定,不同L形成的Lr
d-N 曲

线族为一系列平行直线,直线斜率相同,路段越

长,截距越小;无论N 取何值,同一N 对应的相同

ΔL均引起相同的ΔLr
d,反之亦然;这说明此时Lr

d

对N 和L 均不敏感.
因此,在交通控制系统中,合理限制到达车流

量或减少滞留车辆数可以有效缓解交通拥挤.

(a)C=80s,u=0.5,L=100m

(b)q=960veh·h-1,u=0.5,L=100m

(c)q=960veh·h-1,C=80s,L=100m

(d)q=600veh·h-1,C=80s,u=0.5
图2 最大当量排队长度与红灯初滞留车辆数

Fig.2 Maximumequivalentqueuelengthandnumber

ofblockedvehicleatbeginningofredlight

2.2 时间特性

当N、L、q、u一定,最大当量排队长度与周期

时长的函数关系为

Lr
d = N-kmL

kj-km +q(1-u)
kj-km

C (10)

从式(10)来看,当N、L、q、u一定,Lr
d与C呈
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线性关系,见图3.直线斜率由到达车流量和绿信

比决定,截距由滞留车辆数和路段长度决定.到达

车流量越大,绿信比越小,斜率越大.滞留车辆数

越多,路段越短,截距越大.

(a)u=0.5,N=0,L=100m

(b)q=960veh·h-1,N=0,L=100m

(c)q=960veh·h-1,u=0.5,L=100m

(d)q=600veh·h-1,u=0.5,N=0
图3 最大当量排队长度与周期时长

Fig.3 Maximumequivalentqueuelengthandcyclelength

由图3(a)可见,当u、N、L一定,不同q形成

的Lr
d-C曲线族为一系列不平行直线,直线截距相

同,到达车流量越大,斜率越大,随着周期变长,直
线族由收敛变得发散;周期越长,同一Δq引起的

ΔLr
d 越大,这说明最大当量排队长度对周期较敏

感;到达车流量越大,同一ΔC 引起的ΔLr
d 越大,

这说明最大当量排队长度在流量低时对周期不敏

感,在流量高时敏感,流量越大,越敏感.由图

3(b)可见,当q、N、L一定,不同u形成的Lr
d-C曲

线族为一系列不平行直线,直线截距相同,绿信比

越大,斜率越小,随着周期变长,直线族由收敛变

得发散;周期越长,同一Δu引起的ΔLr
d越大,这说

明最大当量排队长度对周期较敏感;绿信比越小,
同一ΔC引起的ΔLr

d 越大,这说明最大当量排队

长度在绿信比大时对周期不敏感,在绿信比小时

敏感,绿信比越小,越敏感.由图3(c)可见,当q、

u、L一定,不同N形成的Lr
d-C曲线族为一系列平

行直线,直线斜率相同,滞留车辆数越多,截距越

大;无论C取何值,同一C对应的相同ΔN 均引起

相同的ΔLr
d,反之亦然;这说明此时Lr

d 对C 和N
均不敏感.由图3(d)可见,当q、u、N 一定,不同L
形成的Lr

d-C曲线族为一系列平行直线,直线斜率

相同,路段越短,截距越大;无论C取何值,同一C
对应的相同ΔL 均引起相同的ΔLr

d,反之亦然;这
说明此时Lr

d 对C和L 均不敏感.
当N、L、q、C一定,最大当量排队长度与绿信

比的函数关系为

Lr
d = N+qC-kmL

kj-km - qC
kj-km

u (11)

从式(11)来看,当N、L、q、C一定,Lr
d与u呈

线性关系,见图4.直线斜率由到达车流量和周期

时长决定,截距由滞留车辆数、到达车流量、周期

时长和路段长度决定.到达车流量越大,周期越

长,斜率越小.滞留车辆数越多,到达车流量越大,
周期越长,路段越短,截距越大.

由图4(a)可见,当C、N、L一定,不同q形成

的Lr
d-u曲线族为一系列不平行直线,直线截距相

同,到达车流量越大,斜率越小,随着绿信比增加,
直线族由发散变得收敛;绿信比越小,同一Δq引

起的ΔLr
d 越大,这说明最大当量排队长度对绿信

比较敏感;到达车流量越大,同一Δu引起的ΔLr
d

越大,这说明最大当量排队长度在流量低时对绿

信比不敏感,在流量高时敏感,流量越大,越敏感.
由图4(b)可见,当q、N、L 一定,不同C 形成的

Lr
d-u 曲线族为一系列不平行直线,直线截距相

同,周期越长,斜率越小,随着绿信比增加,直线族

由发散变得收敛;绿信比越小,同一ΔC 引起的

ΔLr
d 越大,这说明最大当量排队长度对绿信比较

敏感;周期越长,同一Δu引起的ΔLr
d越大,这说明

最大当量排队长度在周期短时对绿信比不敏感,
在周期长时敏感,周期越长,越敏感.由图4(c)可
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见,当q、C、L一定,不同N 形成的Lr
d-u曲线族为

一系列平行直线,直线斜率相同,滞留车辆数越

多,截距越大;无论u取何值,同一u对应的相同

ΔN 均引起相同的ΔLr
d,反之亦然;这说明此时Lr

d

对u和N 均不敏感.由图4(d)可见,当q、C、N 一

定,不同L 形成的Lr
d-u 曲线族为一系列平行直

线,直线斜率相同,路段越长,截距越小;无论u取

何值,同一u对应的相同ΔL 均引起相同的ΔLr
d,

反之亦然;这说明此时Lr
d 对u和L 均不敏感.

因此,在交通控制系统中,适当缩短周期或增

加绿信比可以有效缓解交通拥挤.

(a)C=80s,N=0,L=100m

(b)q=960veh·h-1,N=0,L=100m

(c)q=960veh·h-1,C=80s,L=100m

(d)q=600veh·h-1,C=80s,N=0

图4 最大当量排队长度与绿信比

Fig.4 Maximumequivalentqueuelengthandgreenratio

2.3 空间特性

由于最大当量排队长度不能超过路段长度,
当路段长度不同时,不同路段上的最大当量排队

长度不具有可比性,将最大当量排队长度与其路

段长度作比值,称为最大当量排队强度pL,这样

就可比较路段长度对最大当量排队长度的影响.
式(7)两端除以L得

Lr
d

L =- km
kj-km +N+qC(1-u)

kj-km
·1

L
(12)

在式(12)中令pL =Lr
d/L,当 N、q、C、u 一

定,pL 与L 呈反函数关系,见图5.根据实际意义,

0≤pL ≤1.

(a)C=80s,u=0.5,N=0

(b)q=1440veh·h-1,u=0.5,N=0

(c)q=1440veh·h-1,C=80s,N=0

(d)q=1440veh·h-1,C=80s,u=0.5

图5 最大当量排队强度与路段长度

Fig.5 Maximumequivalentqueuepercentandlengthoflink

307 第5期 姚荣涵等:最大当量排队长度模型及其时空特性



由图5(a)可见,当C、u、N 一定,不同q形成

的pL-L 曲线族为一系列近似平行的反函数曲线,
随着路段长度增加,反函数曲线族由窄变宽;路段

越长,同一Δq引起的ΔpL 越小,这说明ΔpL 对路

段长度较敏感;路段越短,到达车流量越大,同一

ΔL引起的ΔpL 越大,这说明排队强度在流量高时

对路段长度更敏感,在路段短时对到达车流量更

敏感.由图5(b)可见,当q、u、N一定,不同C形成

的pL-L 曲线族为一系列近似平行的反函数曲线,
随着路段长度增加,反函数曲线族由窄变宽;路段

越长,同一ΔC引起的ΔpL 越小,这说明ΔpL 对路

段长度较敏感;路段越短,周期越长,同一ΔL 引

起的ΔpL 越大,这说明排队强度在周期长时对路

段长度更敏感,在路段短时对周期时长更敏感.由
图5(c)可见,当q、C、N 一定,不同u形成的pL-L
曲线族为一系列近似平行的反函数曲线,随着路

段长度增加,反函数曲线族由窄变宽;路段越长,
同一Δu引起的ΔpL 越小,这说明ΔpL 对路段长度

较敏感;路段越短,绿信比越小,同一ΔL 引起的

ΔpL 越大,这说明排队强度在绿信比小时对路段

长度更敏感,在路段短时对绿信比更敏感.由图

5(d)可见,当q、C、u一定,不同N 形成的pL-L 曲

线族为一系列近似平行的反函数曲线,随着路段

长度增加,反函数曲线族由窄变宽;路段越长,同
一ΔN 引起的ΔpL 越小,这说明ΔpL 对路段长度

较敏感;路段越短,滞留车辆数越多,同一ΔL 引

起的ΔpL 越大,这说明排队强度在滞留车辆数多

时对路段长度更敏感,在路段短时对滞留车辆数

更敏感.
因此,在交通控制系统中,优先协调短路段

上、下游交叉口可以有效缓解交通拥挤.

3 灵敏度分析

前面从曲线族的形式上分析了最大当量排队

长度对各变量的敏感程度,这些分析比较形象,属
于定性分析.下面将运用偏微分方法进一步做定

量分析,称为自变量对因变量的灵敏度分析.
从式(7)来看,最大当量排队长度是关于滞留

车辆数、到达车流量、周期时长、绿信比和路段长

度的一个非线性函数.为分析各变量的灵敏度,对
该式求偏导数运算[10].各变量的一阶偏导数为

∂Lr
d/∂N =1/(kj-km) (13)

∂Lr
d/∂L=-km/(kj-km) (14)

∂Lr
d/∂q=C(1-u)/(kj-km) (15)

∂Lr
d/∂C=q(1-u)/(kj-km) (16)

∂Lr
d/∂u=-qC/(kj-km) (17)

从上式可见,∂Lr
d/∂N 和∂Lr

d/∂L 为常数,∂Lr
d/∂q、

∂Lr
d/∂C和∂Lr

d/∂u为变量,这说明最大当量排队

长度对滞留车辆数和路段长度的敏感程度与其他

变量无关.
比 较 式 (13)和 (14)得 |∂Lr

d/∂N |<
|∂Lr

d/∂L|,这说明最大当量排队长度对路段长

度的反应较滞留车辆数更为敏感.
对式(15)~ (17)分别求二阶偏导数得

∂2Lr
d

∂q∂C = 1-u
kj-km

,∂
2Lr

d

∂q∂u= -C
kj-km

(18)

∂2Lr
d

∂C∂q= 1-u
kj-km

,∂
2Lr

d

∂C∂u= -q
kj-km

(19)

∂2Lr
d

∂u∂q= -C
kj-km

,∂
2Lr

d

∂u∂C = -q
kj-km

(20)

由式(18)~(20)可见,当q、C、u中某个变量一定

时,Lr
d 对另外两个变量的敏感程度相同.
对二阶偏导数求偏导数,得三阶偏导数为

∂3Lr
d

∂q∂C∂u= -1
kj-km

,∂
3Lr

d

∂q∂u∂C = -1
kj-km

(21)

∂3Lr
d

∂C∂q∂u= -1
kj-km

,∂
3Lr

d

∂C∂u∂q= -1
kj-km

(22)

∂3Lr
d

∂u∂q∂C = -1
kj-km

,∂
3Lr

d

∂u∂C∂q= -1
kj-km

(23)

由式(21)~(23)可见,Lr
d对q、C、u的敏感程度相

同.
对比分析式(13)~(23)可知,最大当量排队

长度对路段长度最为敏感,其次为滞留车辆数,对
到达车流量、周期时长或绿信比的敏感程度均取

决于另外两个变量.

4 结 语

以单车道路段当量排队长度模型为依据,建
立了最大当量排队长度模型.通过数理统计方法

分析了单个时空参数对最大当量排队长度的影响

程度,即其交通流特性、时间特性和空间特性.运
用偏微分方法求解了单个时空参数对最大当量排

队长度的敏感程度,并分析了这些参数敏感性的

优先级.研究成果可为优化或调整交通信号控制

方案提供理论依据.
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Maximumequivalentqueuelengthmodelandtime-spacecharacteristics

YAO Rong-han*1, WANG Dian-hai2

(1.SchoolofTransportationandLogistics,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China;

2.CollegeofCivilEngineeringandArchitecture,ZhejiangUniversity,Hangzhou310058,China)

Abstract:Todescribethetime-spacecharacteristicsofmaximum queuelength,the maximum
equivalentqueuelengthmodelwasdeducedaccordingtotheequivalentqueuelengthmodelforone-

lanelink.Thetrafficflowcharacteristics,thetimecharacteristicsandthespacecharacteristicswere

analyzedbyapplyingthestatisticsmethod.Thesensitivityofmaximumequivalentqueuelengthto

everyparameterwassolvedbyusingpartialdifferentialoperation.Theresultsindicatethatthe

maximumequivalentqueuelengthismostsensitivetothelengthoflink,moresensitivetotheblocked

vehiclenumber,andthesensitiveextenttothevehiculararrivalvolume,thecyclelengthandthe

greenratioliesontheothertwovariables.Thestudyresultsprovethatshortlinksshouldbe

coordinatedin traffic controlsystem preferentially for preventing the domino effect. The

characteristicsthatdifferentfactorshaveaneffectonthemaximumequivalentqueuelengthcan

providethetheoreticalbasisforoptimizingoradjustingsignalcontrolscheme.

Keywords:transportationengineering;congestedtrafficflow;maximumqueuelength;time-space

characteristics
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