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一类变幂率的无标度网络模型构建和分析
那 日 萨*, 张 书 超, 穆  青

(大连理工大学 管理学院,辽宁 大连 116024)

摘要:多数现实网络的度分布指数(幂指数)介于(2,3),而BA网络的度分布指数恒等于3.
基于BA模型,引入老节点之间的择优连接机制,建立了一类变幂率的无标度网络模型,给出

了这类复杂网络演化的解析结果,证明了在不同的参数下,其幂指数介于[2,3].同时指出,

BA网络只是该模型的一个特例,通过一些实际网络数据的分析,说明了该网络模型的有效

性和合理性.
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0 引 言

现实世界中许多系统都可以用复杂网络来描

述,20世纪末,Albert等在对互联网的研究中发

现了无标度网络(scale-freenetwork),即节点度

分布服从幂律分布,从而开辟了人类对于复杂网

络系统认识的新天地.
BA模型[1]是第一个无标度网络演化模型,

它捕捉到了无标度网络形成的增长和择优连接这

两个必不可少的机制,说明了大规模复杂网络自

组织成为无标度状态的原因.BA模型虽然比较

准确地把握了现实世界中网络最基本的特点,较
好地解释了无标度网络的形成机制,但其与现实

网络相比,仍有一定的差距,如多数现实网络具有

很大的集聚系数,它们的度分布指数γ一般介于

(2,3)[2~4],相反BA网络的集聚系数随着网络规

模增大趋于0且其度分布指数γ=3.
为了对现实的复杂网络进行更深入的分析和

研究,还需要对BA模型进行扩充,使它更加符合

实际.刘慧等[5]兼顾局域演化、增长,以及局域与

局域外存在较弱连接等3方面因素的加权网络,
发现 它 服 从 幂 律 指 数 为(2,3)的 幂 律 分 布.
Krapivsky等[6]研究了非线性的择优连接机制,
并证明线性择优连接时的幂率分布指数γ∈(2,

∞).Dorogovtsev等[7]考虑了老节点之间的连接

或者断开的情况,用节点连通的平均度的变化率

来建立模型,并计算出该模型的网络幂指数γ=2

+1/(1+2c),其中c∈R.Albert等[8]建立的模型

则加入了一个老节点之间连接和已有边的重新连

接这两种情况.但如何用连续域的解析方法建立

和论证具有一般意义的复杂网络演化模型仍是需

要解决的问题,这对于细致地分析复杂网络的演

化过程具有重要意义.本文基于BA模型(新增节

点的度为m),引入老节点之间的线性择优连接机

制(每次新增p条边),建立一类变幂率的无标度

网络模型,用连续域的方法[9]给出这类复杂网络

演化的解析结果,并给出该网络的集聚系数;同时

通过一些实际网络数据的分析,说明该网络模型

的有效性和合理性.

1 模型的演化规则

BA模型只考虑了新加入节点与系统已存在

节点的连接情况,忽略了系统已存的老节点间的

连接情况,为此基于BA模型,本文引入老节点之

间的连接机制,构建一类新的网络演化模型,其演

化规则描述如下:
(1)在初始时刻t=0,假定系统中已有少量



(m0 个)节点.
(2)t=1时刻,新增一个度为m(m≤m0)的

节点(与系统中原有的m0 个初始节点进行连接,
并且m0 个孤立点之间产生p条边(p≤m0(m0-
1)/2)).

(3)在以后每一个时间间隔内,向系统增加

一个度为m 的新节点,其m 条边择优连接到网络

中已经存在的不同节点上,并且现有系统老节点

间择优产生p条边,直至网络达到所需要的大小

为止.这样在经过t个时间间隔后,便形成一个具

有N =m0+t个节点、(m+p)t条边的网络.
具体的演化示意图见图1,初始时刻m0=5,

若m=3,p=2.t=1时,新增节点5与节点0、1、

4相连,老节点2与3、3与4之间产生p=2条边.
t=2时,新增节点6与节点3、4、5相连,已有节点

0与2、3与5产生p=2条边.

图1 网络演化示意图

Fig.1 Sketchdiagramofnetworkevolution

下面给出该网络演化的解析方程.

2 网络模型的解析解及计算分析

在t时刻系统中有m0+t个节点,设模型中i
节点的连通度为ki(t).根据前述演化规则,一方

面考虑依据BA规则新增节点及其连接,一方面

考虑老节点间的连接.
根据BA模型演化的择优连接规则,i节点与

新增节点连接的概率为Pi(t),其中Pi(t)取决于

该节点的连通度,

Pi(t)=ki(t) ∑
m0+t-1

j=1
kj(t) (1)

假设ki(t)连续,由于新增节点与老节点间的

连接,以及老节点之间的连接均服从择优连接规

则,对已有节点i,有
∂ki(t)
∂t =Δk(t)·Pi(t);i=1,2,…,m0+t-1

(2)
其中Δk(t)表示t时刻网络系统连通度的增量.
在一个时间间隔网络系统连通度的变化Δk(t)由

两部分构成,一是由新增节点增加的m 条边导致

的新增连通度m,二是由老节点产生p条边导致

的新增连通度2p.因此有Δk(t)=m+2p,又考

虑到∑
m0+t-1

j=1
kj(t)=2(m+p)t,则有

∂ki(t)
∂t = m+2p

2(m+p)
ki(t)
t

(3)

设节点i是ti 时刻添加到系统的,则连通度

ki(ti)=m,此即为式(3)中微分方程的初始条

件.通过计算,可得方程(3)的解

ki(t)=m t
ti

æ

è
ç

ö

ø
÷

m+2p
2(m+p) (4)

考虑节点连通度ki(t)小于k的概率P(ki(t)<k)
可表示为

P(ki(t)<k)=Pti> m
k
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è
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ø
÷
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m+2p

tæ
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ç
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ø
÷ (5)

假设时间t服从均匀分布,即

P(ti<T)=T/(m0+t) (6)
则

 Pti> m
k
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即

P(ki(t)<k)=1- 1
m0+t

m
k
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2m+2p
m+2p (7)

那么节点连通度的分布函数P(k)为

 P(k)=∂P
[ki(t)<k]
∂k =

t
m0+t

2(m+p)
m+2p

m
2m+2p
m+2pk

-(2m+2p
m+2p+1) (8)
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从中可得节点度分布呈幂率分布,其幂指数为

γ=2
(m+p)
m+2p +1 (9)

式(9)可改写为

γ=2+ 1
1+2p/m

(10)

如果令c=p/m,则式(10)与文献[7]的结果

相同.由式(10),节点度分布的幂指数γ∈(2,3],
这与目前实际网络幂指数的值是符合的.p 与m
取值不同时γ 的变化如下:

(1)当p=0时,γ=3,即转化为BA模型;
(2)当p≪m 时,即老节点连接的边远小于

新节点连接的边时,γ接近3;
(3)当p≫m 时,即老节点之间的连接远大

于新加入节点产生的边时,γ接近2.
这说明,本文模型能够更好地描述实际网络

演化问题,并且,BA演化模型只是其一个特例.
图2给出了选取不同的p、m下利用理论结果

式(8)计算得到的节点连通度分布函数图形.
图2是初始有7个点按照本文所述的演化规

则演化到10000个点的网络后节点的度分布情

况.
通过图2可以看出,在m=3的情况下,随着

p的增大,曲线斜率的绝对值减小,即随着p/m的

增大,γ减小,结合式(10)可得γm=3,p=1 =2.6,

γm=3,p=7=2.18.图3给出了一个随机模拟节点连

通度分布与理论分布函数比较的图.
通过图3可以看出,随机模拟理论模型的节

点连通度的分布结果一致,此时理论节点度分布

的幂率指数γm=3,p=1 =2.6.

图2 不同的p、m 下节点连通度分布函

数图形

Fig.2 Thediagramofdistributionfunctionof

nodeconnectivityindifferentp,m

图3 连通度分布与理论分布的比较(m0=
5,m=3,p=1)

Fig.3 Thecomparisonofconnectivitydistribution
andtheoreticaldistributionfunction(m0=
5,m=3,p=1)

3 网络的集聚系数和平均路径

根据定义,节点i的集聚系数Ci 等于它的ki

个直接邻居之间实际存在的边数Ei 占所有可能

存在 的 边 数ki(ki -1)/2 的 比 例,即 Ci =
2Ei/[ki(ki-1)].整个网络的集聚系数指的是所

有节点集聚系数的算术平均值.可见,Ci 只与两

个变量Ei和ki有关,只有当Ei和ki变化时,Ci才

随着改变.章忠志等[9]曾给出与BA网络等价的

一个网络的集聚系数.由于在本模型中,只有新节

点与老节点之间才建立连接,当新节点连接到节

点i且与i的邻居进行连接时,或者节点i的邻居

之间发生连接时,节点的ki 和Ei 会发生改变,从
而改变Ci 的值.Ci 满足下面的动态方程:

dCi

dt = ∑
m+p-1

n=0
PinΔCin (11)

其中ΔCin 表示新节点连接到节点i和它的n个邻

居时集聚系数的变化值,Pin 表示这一变化的概

率.ΔCin 满足下式:

ΔCin =2
(Ei+n)

ki(ki+1)-
2Ei

ki(ki-1)=

- 2Ci

ki+1+ 2n
ki(ki+1)

(12)

Pin 由两部分的乘积构成:第1部分是有一条

新边连接到节点i的概率,这一概率由式(3)给

出;第2部分指的是其余(m+p-1)条新边连接

到节点i的n个邻居的概率,它等价于每次成功概

率为n(i)/(2m+2p)t的(m+p-1)重贝努利试

验中,成功n次的概率.n(i)表示节点i的邻居数

目,其值可通过下面的积分获得.
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n(i)=∫
t

1

kxP(ix)dtx =m+p
2 kilnt (13)

综上可得Pin 的关系式为

Pin =
(m+2p)ki

2(m+p)t
Cn

m+p ×

kilnt
4t

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

1-kilnt
4t

æ

è
ç

ö

ø
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m+p-1-n
(14)

由式(14)知:n>1时,Pin 很小,可以忽略.将
式(4)、(12)、(14)代入方程(11),忽略低阶项,得

dCi

dt =∑
m-1

n=0
PinΔCin ≅Pi0ΔCi0+Pi1ΔCi1 =

- m+2p
(m+p)t+t tti

Ci+

(m+2p)(m+p-1)
4(mt+t tti)

(15)

由式(15),可得到Ci 随时间的演化公式:

Ci(t)=
(m+2p)(m+p-1)

8(m+p)(t+ ti/m+p)2
×

(lnt)2+ 4(m+p)
(m+p-1)2

(lnti)2æ

è
ç

ö

ø
÷

(16)
对式(16)进行积分计算,就可得到整个网络

的平均集聚系数

C=
(m+p)(m+2p)(m+p+1)2

4(m+p-1) ×

ln m+p+1
m+p

æ

è
ç

ö

ø
÷- 1

m+p+1[ ]
(lnt)2
t

(17)

可见,根据该演化模型,可推定其平均集聚系

数随着网络规模的增大而迅速下降.当p=0时,

C=m2(m+1)2
4(m-1) × lnm+1

m
æ

è
ç

ö

ø
÷- 1

m+1[ ]
(lnt)2
t
(18)

由式(18)知该演化模型的平均集聚系数与

BA网络完全相同,BA模型只是该演化模型的特

例.
网络的平均路径长度是指网络中所有节点对

之间的平均最短距离,它描述了网络节点之间的

分离程度.这里节点间的距离指的是从一节点到

另一节点所要经历的边的最小数目.平均路径长

度的计算公式为L = 1
N(N-1)∑i≠jdij,其中dij

为节点i和j之间的最短距离,N 为网络的规模.
关于随机网络平均路径长度的解析计算,目前还

没有普适的一般性方法.BA模型平均路径的较

精确解lgn/lg(lgn)直到最近才被Chen等[10]给

出,可见复杂网络平均路径长度求解的困难.在今

后的工作中,将对本文模型的平均路径长度的解

析计算进行深入研究.

4 几个实际网络参数的估计

在现实生活中,实际的许多网络如电影演员

合作网等呈现出无标度现象,这些网络相应规模

下的幂率分布指数和节点平均连通度见表1.

表1 实际网络的无标度现象

Tab.1 Thescale-freephenomenonintherealnetworks

所研究的网络 网络规模 γ <k>

电影演员合作[9、11] 212,250 2.30 28.78
数学家合作[12] 70,975 2.50 3.90

引文[2] 783,339 3.00 8.57
语言[13] 460,902 2.70 70.13

互联网路由器[2] 228,298 2.57 2.48

注:γ为实际网络的幂率分布指数,<k>表示网络的平均度

这里假设实际的网络是由BA 模型演化而

来,设网络初始有m0 个节点,经过w 时间,则有

<k>=2mw/(m0+w),当w→∞时,m则近似为

实际网络的平均度<k>的1/2,将m、γ代入式(10)
可以计算出p.本文模型是同时考虑新增节点产

生连接和老节点间的连接,则有<k>=2(m +
p)w/(m0+w),所以可近似地认为<k>= (m+
p)/2,这样可以由算出的p和<k>推出m的值,结
合式(10)可得本文模型的γ,具体结果见表2.

表2 实际网络参数的估计

Tab.2 Theestimationofparametersontherealnetworks

所研究的网络 γ γBA mBA pwe mwe γwe
电影演员合作 2.30 3 14 16.30 41.20 2.55
数学家合作 2.50 3 2 1.00 6.80 2.77
引文 3.00 3 4 0 17.14 3.00
语言 2.70 3 35 7.50 132.76 2.89
互联网路由器 2.57 3 1 0.37 4.50 2.85

表2中γBA表示BA模型推出的幂率分布指

数,mBA表示假设实际网络遵照BA模型演化时近

似推得的BA模型中的m 值,pwe表示由γ、mBA结

合式(10)计算的p 值,mwe是根据pwe和<k>近似

得到的本模型中m 值,γwe则是将pwe、mwe代入式

(10)计算得到的本模型的幂率分布指数值.
通过表2可以看出本模型所得到的幂率分布

指数比BA模型更接近于实际网络,从而也证明

了本模型的合理性和适用性.
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5 结 语

用连续域的解析方法建立和论证具有一般意

义的复杂网络演化模型,对于分析大规模复杂网

络的演化规律、准确计算网络各项综合指标(如集

聚系数)具有重要意义.本文提出了一类变幂率的

无标度网络模型,模型在BA模型的基础上,加入

系统已存节点之间的连接(其连接隐含择优连接

机制),并用连续域方法给出了该模型节点连通度

分布函数的解析解和网络的集聚系数.通过模拟

计算分析,验证了本文所提出的变幂率的网络模

型为无标度网络,并且其幂率为2(m+p)/(m+
2p)+1,通过调节m 和p 的值,可以让其幂率在

(2,3)变化.当p=0时,该模型与BA模型是一

致的.通过一些实际网络的数据,近似计算出本模

型的幂率分布指数,验证了该模型较之BA模型

更具合理性和有效性.当然这里仅考虑了老节点

之间产生新连接的问题,现实网络涉及的其他问

题并没有加入到模型中,在今后的研究中,将进一

步完善.
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Modelconstructionandanalysesofaclassofscale-freenetwork
withvariablepowerlawexponent

ZHAO Narisa*, ZHANG Shu-chao, MU Qing

(SchoolofManagement,DalianUniversityofTechnology,Dalian116024,China)

Abstract:Mostofthescalingexponentsinrealnetworkarescatteredbetween2and3,whiletheexponent
ofBAnetworkis3constantly.BasedontheBAmodel,thepreferentialattachmentmechanismbetweenthe
existingvertexesisimportedandascale-freenetworkwhosescalingexponentcanchangeinsomecertainscope
isproposed.Thedegreedistributioniscalculatedanalyticallyandtheanalyticalresultsindicatethatthescaling
exponentvariesfrom2to3underdifferentvaluesoftheparameters.ItisalsopointedoutthattheBA
networkmodelistheparticularcaseofthemodel.Andthroughtheanalysesofsomedataofthereal
networks,themodelisprovedtobereasonableandeffective.

Keywords:scale-freenetwork;powerlawexponent;BAmodel;preferentialattachment
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